Determinacion de Modelos de Crecimiento de Saturacion

Determinacion de Modelos de Crecimiento de
Saturacion por medio de Analisis Numérico

Determination of Saturation Growth Models

by means of numerical analysis

José Trinidad Ulloa Ibarral, Nidia D. Uribe
Olivares?, Juan Felipe Flores Robles3, Maria Inés
Ortega Arcegal

Recibido: marzo 29 de 2023
Aceptado: mayo 04 de 2023

DOI: https:/ /doi.org/10.60113/ap.v9il7.5

Resumen.

Los modelos de crecimiento de saturacién son un
tipo de modelos que son muy utilizados en la bio-
logia pesquera, en el trabajo se analizan varios de
ellos y se introduce la propuesta de una metodolo-
gia que facilita la obtencion de la expresion analiti-
ca que representa con un buen coeficiente de co-
rrelaciéon datos de crecimiento. Para ello ha dife-
rencia de otros trabajos del grupo de investigacion
se recurre solamente a un procedimiento algebrai-
co basico mostrando su facilidad y el permitir lle-
gar al resultado final por medio del analisis numé-
rico.

Palabras clave: Analisis numérico, modelos de cre-
cimiento, saturacion

Abstract

The saturation growth models are a type of mod-
els that are widely used in fisheries biology, in the
work several of them are analyzed and the pro-
posal of a methodology that facilitates obtaining
the analytical expression that represents with a
good coefficient is introduced. correlation growth
data. For this, unlike other works of the research
group, only a basic algebraic procedure is used,
showing its ease and allowing the final result to be
reached through numerical analysis.
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Introduccion

Los Modelos de Crecimiento de Saturacién, tam-
bién conocidos como modelos de crecimiento lo-
gistico, modelos sigmoidales o modelos de satura-
cion, son un tipo de modelos matematicos utiliza-
dos en la biologia, la biologia pesquera, la ecologia
y la economia para describir el crecimiento de una
poblacién o una variable a lo largo del tiempo, te-
niendo en cuenta la capacidad de carga del en-
torno.

Estos modelos asumen que el crecimiento de una
poblacién sigue una curva en forma de "S", en la
que inicialmente la tasa de crecimiento es rapida,
luego disminuye a medida que la poblacién alcan-
za la capacidad de carga del ambiente y finalmente
se estabiliza (Figura 1). El modelo se basa en la
idea de que la poblacién no puede crecer indefini-
damente debido a las limitaciones del ambiente,
como los recursos limitados o la competencia entre
individuos.
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Figura No. 1. Curva de los modelos de creci-
miento de saturacién
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El modelo més comuin de crecimiento de satura-
cion es el modelo logistico, que se describe me-
diante una ecuacién diferencial que relaciona la
tasa de cambio de la poblacién con la poblacién
misma y su capacidad de carga. El modelo logisti-
co ha sido ampliamente utilizado para describir el
crecimiento de poblaciones biol6gicas, como célu-
las, bacterias, plantas y animales, asi como para
modelar el crecimiento de la economia y las ven-
tas de productos.

Existen diferentes ecuaciones que se utilizan para
representar los modelos de crecimiento de satura-
cion. A continuacién, se presentan algunas de las
mas comunes:

A. Modelo logistico: El modelo logistico es uno
de los modelos mas utilizados para describir el
crecimiento de una poblacién que alcanza su ca-
pacidad de carga. Se puede representar mediante

la  siguiente ecuacion diferen-
at UK
Donde:

e dN/dt es la tasa de cambio de la poblacién
con respecto al tiempo.

e N es la poblacién en un momento dado.

e res la tasa intrinseca de crecimiento de la po-
blacién.

e K es la capacidad de carga del ambiente, es
decir, el tamafio maximo de la poblacién que el
ambiente puede sostener.

Suposiciones mas comunes en la determinacién
del modelo logistico

El modelo logistico es uno de los modelos mas
utilizados para describir el crecimiento de una
poblacién que alcanza su capacidad de carga. Al-
gunas de las suposiciones mas comunes en la de-
terminacion del modelo logistico son:

1. La poblacién crece de forma exponencial has-
ta alcanzar su capacidad de carga: El modelo lo-
gistico asume que la poblacién crece de forma ex-
ponencial al principio, cuando los recursos son
abundantes, y que luego la tasa de crecimiento
disminuye a medida que la poblacién se acerca a
su capacidad de carga.

2. La capacidad de carga es constante: El modelo
logistico supone que la capacidad de carga del
ambiente es constante, es decir, que no cambia a
lo largo del tiempo. En la realidad, la capacidad
de carga puede variar debido a factores como el
cambio climatico, la alteracion del habitat y la in-
troduccién de especies invasoras.

3. No hay factores limitantes adicionales: El mo-
delo logistico asume que la capacidad de carga
del ambiente es el tinico factor limitante para el
crecimiento de la poblacién. En la realidad, puede
haber otros factores limitantes, como la preda-
cion, la competencia por recursos y las enferme-
dades.

4. Las tasas de natalidad y mortalidad son cons-
tantes: El modelo logistico supone que las tasas de
natalidad y mortalidad son constantes a lo largo
del tiempo. En la realidad, estas tasas pueden va-
riar debido a factores como la edad, el sexo, la
densidad de la poblacion y las condiciones am-
bientales.

5. La poblacién es homogénea: El modelo logis-
tico supone que la poblacion es homogénea y que
todos los individuos tienen las mismas tasas de
natalidad y mortalidad. En la realidad, las pobla-
ciones pueden estar compuestas por diferentes
grupos de edad y sexo, con diferentes tasas de
natalidad y mortalidad.

Debilidades y limitaciones del modelo logistico

El modelo logistico, como cualquier otro modelo
estadistico, tiene sus propias limitaciones y debili-
dades. Algunas de las debilidades comunes del
modelo logistico son:

41



Determinacion de Modelos de Crecimiento de Saturacion

1. Linealidad: El modelo logistico asume que la
relacion entre la variable de respuesta y las varia-
bles predictoras es lineal. Esto puede ser una limi-
tacion en casos donde la relacion no es lineal.

2. Supuestos de independencia: El modelo logisti-
co asume que las observaciones son independien-
tes entre si. Esto puede ser una debilidad en casos
donde las observaciones estan correlacionadas, co-
mo en estudios de grupos o de datos longitudina-
les.

3. Dependencia de las variables predictoras: El
modelo logistico asume que las variables predicto-
ras son independientes entre si. En casos donde
hay dependencia entre las variables predictoras, el
modelo puede ser inexacto.

4. Ausencia de variables relevantes: El modelo
logistico se basa en las variables predictoras que se
incluyen en el modelo. Si hay variables importan-
tes que no se incluyen en el modelo, entonces el
modelo puede ser inexacto.

5. Sensibilidad a valores atipicos: El modelo logis-
tico es sensible a valores atipicos en los datos. Si
hay valores atipicos en los datos, entonces el mo-
delo puede ser inexacto.

6. Problemas de convergencia: El modelo logisti-
co puede tener problemas de convergencia cuando
los datos son muy complejos o hay pocas observa-
ciones por categoria.

B. Modelo de Gompertz: El modelo de Gompertz
se utiliza para describir el crecimiento de poblacio-
nes que experimentan una mortalidad creciente a
medida que envejecen. La ecuacion diferencial que
lo describe es la siguiente:

dN NL (h)
dt_“ n N

Donde:
dN/dt, N, r y K tienen los mismos significados que
en el modelo logistico.

El modelo de Gompertz se basa en la idea de que
el crecimiento de un organismo disminuye a medi-
da que alcanza su tamafio maximo. La funcién ma-
temaética del modelo se expresa de la siguiente ma-
nera:

y(t) =a*exp(-b* exp(-c * 1))

Donde:

e y(t) esla variable dependiente, que representa
el tamafio o la masa del organismo en un momento
determinado t.

e aes el tamafio maximo que alcanzar el orga-
nismo.

e b esun pardmetro que controla la tasa de creci-
miento del organismo.

e cesun pardmetro que controla la edad a la que
el organismo alcanza la mitad de su tamafio maxi-
mo.

Suposiciones mas frecuentes en el modelo de Gom-
pertz

El modelo de Gompertz es un modelo matematico
utilizado para describir el crecimiento de una po-
blacién o una célula. Algunas de las suposiciones
mas frecuentes en este modelo son:

1. La tasa de crecimiento disminuye exponencial-
mente: El modelo de Gompertz supone que la tasa
de crecimiento de la poblacion disminuye expo-
nencialmente a medida que la poblacién se acerca
a su capacidad de carga. Esto significa que la po-
blacién crece rdpidamente al principio, cuando los
recursos son abundantes, pero la tasa de crecimien-
to se ralentiza a medida que la poblacién se acerca
a su limite de crecimiento.

2. La capacidad de carga es finita: El modelo de
Gompertz supone que la capacidad de carga del
ambiente es finita, es decir, que hay un limite en el
namero de individuos que el ambiente puede so-
portar. Esto significa que la poblacién no puede
crecer indefinidamente y que eventualmente alcan-
zaréd su limite de crecimiento.

3. La tasa de mortalidad aumenta con la edad: El
modelo de Gompertz supone que la tasa de morta-
lidad de la poblacién aumenta exponencialmente
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con la edad. Esto significa que los individuos ma-
yores tienen una mayor probabilidad de morir
que los individuos més jovenes.

4. Todos los individuos son iguales: El modelo
de Gompertz supone que todos los individuos de
la poblacién son iguales y tienen las mismas tasas
de natalidad y mortalidad. En la realidad, pueden
existir diferencias en las tasas de natalidad y mor-
talidad debido a factores como el sexo, la edad y la
genética.

Debilidades y limitaciones del modelo de Gom-
pertz

El modelo de Gompertz es un modelo matemaético
utilizado para describir el crecimiento de un orga-
nismo. A pesar de su utilidad en muchas aplica-
ciones, también tiene algunas debilidades y limita-
ciones, incluyendo:

1. Limitaciones en la extrapolacién: Al igual que
el modelo de von Bertalanffy, el modelo de Gom-
pertz se basa en datos de crecimiento observados,
lo que significa que solo puede utilizarse para pre-
decir el crecimiento de un organismo dentro del
rango de datos observados. Por lo tanto, puede
haber limitaciones en la extrapolacién del modelo
a organismos mads grandes o pequeflos que no se
encuentran dentro del rango observado.

2. Sensibilidad a las condiciones ambientales: El
modelo de Gompertz asume que el crecimiento
del organismo es constante e independiente de las
condiciones ambientales. Sin embargo, el creci-
miento puede verse afectado por factores ambien-
tales, como la temperatura, la disponibilidad de
alimentos y la presencia de depredadores, lo que
puede afectar la precision del modelo.

3. Falta de precision en la prediccion: El modelo
de Gompertz es un modelo predictivo, lo que sig-
nifica que se utiliza para predecir el tamafio o la
masa de un organismo en el futuro. Sin embargo,
la precisién de las predicciones del modelo puede
verse afectada por varios factores, como las fluc-
tuaciones ambientales o la variabilidad genética.

4. Dependencia de parametros empiricos: El mo-
delo de Gompertz utiliza una serie de parametros
empiricos que se ajustan a los datos observados.
Estos parametros pueden variar entre poblaciones
y especies, lo que limita la generalizacion del mo-
delo.

5. Simplificacién de la realidad biolégica: El mo-
delo de Gompertz se basa en una serie de supues-
tos simplificadores, como la ausencia de mortali-
dad y la ausencia de interacciones bioldgicas. Es-
tos supuestos pueden limitar la precisiéon del mo-
delo en situaciones donde la realidad biolégica es
mas compleja.

C. Modelo de von Bertalanffy: El modelo de von
Bertalanffy se utiliza para describir el crecimiento
de organismos que no alcanzan su tamafio maxi-
mo de forma instantdnea, sino que lo hacen de for-
ma gradual a lo largo del tiempo. La ecuacién que
lo describe es la siguiente:

dW

— = k(W —W
— = k(W — W)

Donde:

e dW/dt es la tasa de cambio de la masa del or-
ganismo con respecto al tiempo.

e W es la masa del organismo en un momento
dado.

e Kk es una constante de crecimiento.

Woo es la masa maxima que el organismo puede
alcanzar.

Suposiciones méds comunes en el modelo de von
Bertalanffy

El modelo de von Bertalanffy se utiliza para des-
cribir el crecimiento de organismos que no alcan-
zan su tamafo maximo de forma instantanea, sino
que lo hacen de forma gradual a lo largo del tiem-
po. Algunas de las suposiciones mas comunes en
este modelo son:

1. El crecimiento es continuo: El modelo de von
Bertalanffy supone que el crecimiento del organis-
mo es continuo, es decir, que ocurre a lo largo del
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tiempo. Esto significa que el tamafio del organismo
puede seguir aumentando incluso después de que
haya alcanzado la madurez sexual.

2. La tasa de crecimiento disminuye con el tiem-
po: El modelo de von Bertalanffy supone que la
tasa de crecimiento del organismo disminuye a
medida que el organismo se acerca a su tamafio
maximo. Esto significa que el crecimiento se ralen-
tiza a medida que el organismo se acerca a su limi-
te de crecimiento.

3. El tamafio maximo es alcanzado de forma asin-
totica: El modelo de von Bertalanffy supone que el
organismo nunca alcanza su tamafio méaximo de
forma instantanea, sino que lo hace de forma gra-
dual y asintética. Esto significa que el organismo
se acerca cada vez mds al tamafio maximo, pero
nunca lo alcanza completamente.

4. El crecimiento es influenciado por factores am-
bientales y genéticos: El modelo de von Bertalanffy
supone que el crecimiento del organismo es in-
fluenciado por factores ambientales y genéticos.
Los factores ambientales incluyen la disponibili-
dad de alimento y la temperatura del ambiente,
mientras que los factores genéticos incluyen la he-
rencia y las mutaciones.

Es importante tener en cuenta que estas suposicio-
nes son ideales y que en la realidad pueden existir
factores que afecten el crecimiento de la poblaciéon
y que no se consideran en el modelo de Gompertz.
Por lo tanto, es importante evaluar cuidadosamen-
te los datos y la validez de las suposiciones antes
de aplicar el modelo de Gompertz para describir el
crecimiento de una poblacién.

Debilidades y limitaciones del modelo de von Ber-
talanffy

El modelo de von Bertalanffy, también conocido
como modelo de crecimiento de organismos, tiene
algunas debilidades y limitaciones. Algunas de
ellas son:

1. Aplicabilidad limitada: El modelo de von Ber-

talanffy es mas adecuado para organismos que tie-
nen un crecimiento continuo y uniforme, y no para
organismos con cambios estacionales o intermiten-
tes en su crecimiento.

2. Falta de precisién en la prediccion: El modelo
de von Bertalanffy es un modelo predictivo, lo que
significa que se utiliza para predecir el tamarfio o la
masa de un organismo en el futuro. Sin embargo,
la precision de las predicciones del modelo puede
verse afectada por varios factores, como las fluc-
tuaciones ambientales o la variabilidad genética.

3. Limitaciones en la extrapolacién: El modelo de
von Bertalanffy se basa en datos de crecimiento
observados, lo que significa que solo puede utili-
zarse para predecir el crecimiento de un organis-
mo dentro del rango de datos observados. Por lo
tanto, puede haber limitaciones en la extrapolacién
del modelo a organismos més grandes o pequefios
que no se encuentran dentro del rango observado.
4. Dependencia de parametros empiricos: El mo-
delo de von Bertalanffy utiliza una serie de para-
metros empiricos que se ajustan a los datos obser-
vados. Estos parametros pueden variar entre po-
blaciones y especies, lo que limita la generalizacion
del modelo.

5. Sensibilidad a las condiciones ambientales: El
modelo de von Bertalanffy asume que el creci-
miento del organismo es constante e independien-
te de las condiciones ambientales. Sin embargo, el
crecimiento puede verse afectado por factores am-
bientales, como la temperatura, la disponibilidad
de alimentos y la presencia de depredadores, lo
que puede afectar la precision del modelo.

A continuacion se presenta un ejemplo de datos de
crecimiento de peces que se pueden utilizar para
proponer un modelo sigmoidal:
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Estos datos muestran el peso de un pez en
funcién de su edad en meses. Podemos utili-
zar estos datos para proponer un modelo sig-
moidal Figura No. 2 que describa el creci-
miento del pez a lo largo del tiempo

Modelo Sigmoidal

Fig. No. 2 Curva Sigmoidal

La grafica de los datos (Figura 2) tiene una

forma sigmoidal por lo que se pueden utilizar
para proponer algunos de los modelos sig-
moidales descritos anteriormente ya que per-
miten modelar el crecimiento de los organis-
mos. Al ajustar los parametros del modelo a
los datos de crecimiento del pez, podemos
utilizar el modelo para predecir su crecimien-
to futuro y estimar su tamafio o peso en cual-
quier punto del tiempo. La forma de S en mu-
chos de los casos no se presenta de forma tan
clara, por lo que se deben considerar algunas
otras caracteristicas de los datos y el tipo de
problema en estudio para decidir se opta por
tomar uno de estos.

Para poder utilizar correctamente un modelo,
es necesario conocer bien el problema y defi-
nirlo con precisién, que es uno de los aspectos
mas importantes en la soluciéon de todo pro-
blema. Un error que se presenta frecuente-
mente es que las personas prestan poca aten-
cion a la definiciéon del problema, lo cual da
como resultado un trabajo de mala calidad o
la repeticion de este.

Antecedentes

La modelaciéon en crecimiento de peces ha
sido objeto de estudio durante décadas y ha
sido abordada desde diferentes perspectivas,
incluyendo la relacién entre la longitud y la
edad, la relacién entre la longitud y la tasa de
crecimiento, la relacion entre la edad y el pe-
s0, entre otros factores. Los modelos desarro-
llados han tenido en cuenta diferentes varia-
bles ambientales y biolégicas que influyen en
el crecimiento de los peces, lo que ha permiti-
do una mejor comprension de los procesos de
crecimiento y ha ayudado a mejorar la ges-
tién y produccion acuicola.:
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1. La modelacién del crecimiento de los peces
es un tema de interés en la investigacion
acuicola. A continuacién, se presentan algu-
nos antecedentes sobre la modelacién en cre-
cimiento de peces:

2. En 1938, el bidlogo y estadistico W. L. Le
Cren propuso un modelo de crecimiento pa-
ra peces que aun se utiliza en la actualidad.
Este modelo se basa en la relacién entre la
longitud del pez y la edad, y tiene en cuenta
la velocidad de crecimiento relativo del pez
en diferentes etapas de su vida.

3. En1977, el bi6logo marino E. D. Lea desarro-
116 un modelo de crecimiento para peces que
se basa en la relacion entre la longitud del
pez y la tasa de crecimiento. Este modelo
tiene en cuenta la relacién entre la tempera-
tura del agua y la tasa de crecimiento del
pez.

4.  En 1996, el bidlogo R. Froese y su equipo
desarrollaron una base de datos de creci-
miento de peces llamada FishBase. FishBase
contiene informacién sobre la morfologia, la
distribucién geogréfica y el ciclo de vida de
las especies de peces, incluyendo la informa-
cién sobre el crecimiento.

5. En 2008, el bidlogo A. Gislason y su equipo
desarrollaron un modelo de crecimiento pa-
ra peces que tiene en cuenta la relacién entre
la edad y el peso del pez. Este modelo se ba-
sa en la idea de que el crecimiento de los pe-
ces es una funcién de la cantidad de energia
que el pez consume y utiliza para la produc-
cion de tejido.

6.  En 2012, el bidlogo K. D. Cubillos y su equi-
po desarrollaron un modelo de crecimiento
para peces que se basa en la relacién entre la
longitud y la edad del pez, y que tiene en
cuenta la variabilidad interanual en la tasa
de crecimiento.

7. En 2018, el bidlogo J. C. Ostberg y su equipo
desarrollaron un modelo de crecimiento pa-

ra peces que tiene en cuenta la relaciéon entre
el tamafio del pez y la tasa de crecimiento.
Este modelo utiliza técnicas estadisticas
avanzadas para modelar la variabilidad in-
teranual en la tasa de crecimiento de los pe-
ces.

En el ambito local (Universidad Auténoma de Na-
yarit), la investigacion tiene diversos antecedentes,
los principales antecedentes son los trabajos acerca
de la modelacién como préctica social y las practi-
cas de analisis de los resultados de la composicién
de las especies. Uno de los aspectos fundamenta-
les de esta linea de investigacién consiste en situar
el estudio de las précticas de modelacion en una
comunidad, en un lugar y en un tiempo (Ulloa,
2013).

Justificacion

El estudio de modelos de crecimiento de peces me-
diante modelos sigmoidales es que estos permiten
describir de manera precisa y sencilla los patrones
de crecimiento que presentan los peces a lo largo
de su vida. Los modelos sigmoidales se caracteri-
zan por tener una fase inicial de crecimiento lento,
una fase media de crecimiento acelerado y una
fase final de crecimiento mas lento, lo que se co-
rresponde con el patrén de crecimiento que suelen
presentar la mayoria de las especies de peces.

Al ajustar un modelo sigmoidal a los datos de cre-
cimiento de los peces, se pueden obtener parame-
tros como la tasa de crecimiento maxima, la edad
y tamafio en el que se alcanza la tasa de crecimien-
to méxima, la tasa de crecimiento inicial, entre
otros, lo que permite comprender mejor los proce-
sos de crecimiento de los peces y su relaciéon con
las condiciones ambientales. Pero también este ti-
po de modelos puede ser ttil en la gestiéon y pro-
duccién acuicola, ya que permite predecir el creci-
miento de los peces y ajustar las practicas de ali-
mentacion y manejo en consecuencia, lo que
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lo que puede contribuir a una produccién mas
eficiente y sostenible.

Marco Teérico

Ubicamos a la teoria Socioepistemolégica como el
marco ideal ya que se basa en el andlisis de las
précticas de las comunidades ya sean de estudio,
de préctica o profesionales considerando al grupo
social en el que se desarrollan las actividades co-
mo el aspecto preponderante para entender la ge-
neracion del conocimiento.

La Socioepistemologia es una teoria que se basa
en el estudio de la epistemologia de précticas con-
siderando los aspectos socioculturales ligados a la
produccioén y difusion de conocimiento matemati-
co, asi como los aspectos que atafien a los proce-
sos de cognicién, de naturaleza didactica y cons-
truccion de dicho conocimiento (Cordero, 2005).
En esta teorfa se parte del supuesto de que las
précticas sociales son generadoras de conocimien-
to, para con ello poder modelar la préctica que en
un contexto histérico y social otorga una estructu-
ra y un significado a lo que hacemos (Cordero,
2001).

Metodologia

El trabajo se desarrolla bajo un enfoque cuantitati-
vo y se utilizaron datos de crecimiento del marlin
rayado (Tetrapturus audax), se tomé como base el
andlisis numérico puesto que solo se requieren
conocimientos basicos de la aritmética y del alge-
bra.

El analisis o célculo numérico es la rama de las
matemadticas encargada de disefiar algoritmos pa-
ra simular aproximaciones de solucién a proble-
mas en andlisis matemdtico. Se distingue del
cémputo simbolico en que no manipula expresio-
nes algebraicas, sino nameros, es una via de solu-
cion alterna que permite conectar la teoria y la
practica al nivel que se quiera de medicién y

calculo, pero en una forma diferente a como nor-
malmente se ensefia la operacién analitica de los
conceptos (Ulloa, et. al., 2020). Se utilizara en es-
pecial el método de minimos cuadrados descu-
bierto por Gauss en 1797 (Rebolledo, 2012),

Lo anterior se desarrolla bajo la Deconstruccién
como estrategia de la modelacién, la deconstruc-
cién es un proceso individual y/o colectivo de
btsqueda de nuevos significados y de sentidos
innovadores; y que, como proceso no tiene final y
su estructura es espiral y no lineal. Para su utiliza-
cién como estrategia de modelaciéon matematica,
se propone como un ciclo de nueve momentos
que, una vez conocido, se va repitiendo de mane-
ra constante y se conforma en la manera de pensar
y actuar del sujeto reflexivo (Ulloa y Arrieta 2008).

La deconstrucciéon evoca al término creado por
Derrida (1985), quien afirma que deconstruir no es
regresar hacia un elemento simple y tampoco es
destruir, insinda que ello implica reconstruir
cuando explica que deconstruir es desestructurar
para entender.

En la primera etapa se toma cada uno de los mo-
delos, se linealiza y se hacen los comparativos del
original y del linealizado a fin de establecer analo-
gias y con ello poder calcular el coeficiente de co-
rrelacion.

Resultados
Datos de
(Tetrapturus audax)

crecimiento del marlin rayado

Tabla 1. Datos para obtencién del modelo
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Tabla 1. Datos para obtencién del modelo
afios 1 2 3 4 5 6 7 8 9

cm 100 120 148 160 175 185 188 192 196

Modelo Sigmoidal
250
200 ® * L ]
Y L]
« °
150 o °
B ®
100 a
50
0
0 2 4 6 8 10 12
x

Figura No. 3. Datos de marlin rayado

Modelo Linealizado mediante la inversion de los valores de x e y:

Modelo Sigmoidal Linealizado
0,012

0 [ 3 ¥ . au®? ,........
’ T L Ll

| s ontt

JOOQ ®

0,002

Figura No. 4. Curva linealizada de los datos de marlin rayado
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La figura No. 4 representa una metodologia descri-
ta para los modelos de crecimiento de saturacion
descrito por Quintana, Villalobos & Cornejo (2005),
mismo que se describe de manera analitica a conti-
nuacion:

La ecuacién que caracteriza el crecimiento de la
poblacién bajo condiciones limitantes es la siguien-
te:

X
=ag——
4 0 a; +x
Al reordenar la ecuacién:
a,+x 1
agx a Yy
1 a1 1

Esta ecuacion representa la ecuacion de una linea
recta en la que la pendiente es a1/ao y la ordenada
al origen es 1/ao

Yy |

a
Pendiente = s——
ab

Ordenada al origen = 0
A

.'l,’x

Figura No. 5. Pardmetros del modelo
linealizado

Al aplicar el método de minimos cuadrados a la
altima ecuacion se obtienen las siguientes ecuacio-
nes para calcular la pendiente y la ordenada al ori-

gen:
Para la pendiente

11 1.1
a1 _ nzxi}’i ZI:' Yi

“ 33 -(z@)

Para la ordenada al origen

2

Para el célculo de los coeficientes de determinacién
y correlacion se requiere:

)
T yYi ¥

Coeficiente de Determinacion:

_St—3g

2
T
St

Coeficiente de Correlacion

A continuaciéon se presenta un resumen de los
calculos:
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Suma =

Promedio =

al /a0 =

1/a0=

al=

al =

1 100 1 0,01
2 120 0,2 0,00833333
3 148 0,33333333 0,00675676
4 160 0,25 0,00625
5 175 0,2 0,00571429
6 185 0,16666667 0,00540541
7 188 014255714 0,005331915
8 192 0125  0,00520833
9 196 011111111 0,00510204
10 198 01 0,00505051
1 200 0,09090909 0,005
65 1862 301987734 0,068139581
0,2745343 0,00619453
000583513 a0 fal= 171,2862558
0,004591747
217,7520124
1,271450582
Sr St
1,84838E-07 0,069978398
6,765E-07 0,070862957
4,79388E-08 0,071704815
3,94847E-08 0,071976468
2,03381E-09 0,072264202
2,53994E-08 0,072430364
1,13687E-08 0,0724768
1,28112E-08 0,072536479
1,91527E-08 0,072593744
1,56401E-08 0,072621518
1,50041E-08 0,072648741
1,05017E-06 0,792094486

0,01
000416667
0,00225225

0,0015625
0,00114286

0,0003009
0,00075985
0,00065104
0,00056689
0,00050305
0,00045455
0,02296259

1

0,25
0,11111111
00625

0,04
002777778
0,02040816
0,015625
0,01234565
0,01
0,00626446
1,55803219
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Coeficiente de determinacion 2= 0,9999
Coeficiente de Correlacion r= 0,9999
Por lo que el modelo queda representado por la ecuacion:
x x
y=a,——=217.782—
a, + x 1.2714 + x
Modelos de saturacion
250
200 e o © ©

L

100

e

50

0 2 -

oY real

6

oY Calculada

(]
.
o
"

o

Figura No.6. Grafico de los datos reales VS datos calculados

Como puede observarse en la figura No. 6 las dos
curvas estan practicamente solapadas lo que indica
que el modelo propuesto representa con bastante
exactitud los datos del problema, esto ademas
queda evidente con la determinacién del
coeficiente de correlacion.

Procediendo de igual manera con el procedimiento
anterior se tiene lo siguiente:

Modelo Logistico
— h’
= 1+ Axe B
215
y=

T 14 1.4435 4 g~ 03374

250

200

150

100

50

Modelo Logistico
('] “ s
e *
L ]
Y
]
L
2 - 6 8 10

eYReal @YCalulada

12

Coeficiente de determinacién 2

Coeficiente de Correlacion

0,976

0,9879
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Modelo de Gompertz
_ —EBx
y = K =g Axe
_ —0.289x
y — 215 ¥ o 0.9823%e
Modelo de Gompertz
250
200 . o $
° [ ]
150 [ ] .
°
100 (]
50
0
0 2 4 6 8 10 12
@ YReal g YCalculada
Coeficiente de determinacion r2= 0.984
Coeficiente de Correlacion r= 0.9922

Modelo de Von Bertalanffy

y=K(1—A=+e 5%)3

y=217(1—0.2892+ g~ 9:2732x)3

Modelo de Von Bertalanffy
250
200
o o & 8 t
L
150 o
L]
100 ]
50
0
0 2 - 6 8 10
eYReal @ YCalculada

12
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Coeficiente de determinacion 2=

Coeficiente de Correlacion r=

Discusion

La metodologia utilizada para la obtencién de los
modelos a pesar de ser una herramienta de la in-
genieria y las matematicas la que se utilizé es con
base en su facilidad por el tipo de conocimiento
requerido. No obstante, y tomando la definicién
de Coeficiente de Correlacion: el valor de r denota
la fuerza de la asociacion.

Si bien de manera tradicional los modelos mas uti-
lizados por los profesionales del area son el de
Von Bertalanffy, Gompertz y el Logistico en el ca-
so de los datos analizados queda de manifiesto
que el modelo de crecimiento de saturacién des-
crito por Quintana, Villalobos & Cornejo (2005),
representa de manera igual o mejor que los ante-
riores y en muchos casos los supera.

A lo anterior se puede agregar que el manejo algo-
ritmico resulta ser mas sencillo y rdpido ya que la
linealizacion se efecttia por medio de algebra basi-
ca y no requiere el uso de logaritmos, por lo que
se considera como una buena opcién para profe-
sionales que no tienen una formacién fuerte en

matematicas.

Conclusiones

Coémo lo menciona Ulloa et al, 2021, el grupo de
trabajo elabora diferentes propuestas que faciliten
la modelacién en casos en el que se tiene poca ha-
bilidad en el uso de las ecuaciones diferenciales, o
en los casos propuestos anteriormente la utiliza-
cion de los logaritmos, esto sigue otro de los pro-
cedimientos utilizados por el grupo: la Decons-
truccion (Ulloa, 2013), de los trabajos del area de
la pesca y la acuicultura en la que se requiere el
uso de la matemética.

0.9869

0.9934
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