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 RESUMEN 

Este estudio evalúa la precisión matemática para describir el crecimiento longitudinal de la tilapia azul (Oreochromis 
aureus) en condiciones controladas, comparando el clásico Modelo de Von Bertalanffy (MVB) frente al modelo sigmoidal 
de Gompertz. Para resolver los sistemas no lineales de una cohorte de 50 datos empíricos, se implementó en el lenguaje R el 
algoritmo de regiones de confianza ("port"), aplicando restricciones biológicas estrictas. Los resultados demuestran de 
manera contundente la superioridad del modelo de Gompertz. Este registró un Criterio de Información de Akaike 
notablemente más bajo (AIC = -28.28) en comparación con el MVB (AIC = 184.00). La ventaja radica en la flexibilidad 
estructural de Gompertz, que localizó con exactitud el punto de inflexión biológico en la semana 13.33, momento de 
máxima velocidad en la fase juvenil. Por el contrario, el MVB no captura las fases de aceleración iniciales, viéndose forzado 
a sobredimensionar la longitud asintótica a un valor irreal de 40.00 cm. Se concluye que Gompertz ofrece parámetros 
biológicamente más coherentes, fundamentales para la toma de decisiones en acuicultura. Como perspectiva futura, se 
sugiere expandir la investigación hacia modelos bifásicos que incorporen la madurez sexual y la estimación del crecimiento 
en peso.  
 

Palabras clave: ajuste de curvas, crecimiento, asimetría, regresión no lineal. 
 

SUMMARY 

This study assesses the mathematical accuracy for describing the longitudinal growth of blue tilapia 

(Oreochromis aureus) under controlled conditions, comparing the classical Von Bertalanffy model (MVB) versus 

the sigmoidal Gompertz model. To solve the non-linear systems of a cohort of 50 empirical data, the confidence 

regions algorithm ("port") was implemented in R language, applying strict biological constraints. The results 

strongly demonstrate the superiority of Gompertz’s model. This recorded a markedly lower Akaike Information 

Criterion (AIC = -28.28) compared to the MVB (AIC = 184.00). The advantage lies in the structural flexibility of 

Gompertz, which accurately located the biological tipping point at week 13.33, the moment of maximum 

velocity in the juvenile phase. By contrast, the MVB does not capture the initial acceleration phases, being forced 

to oversize the asymptotic length to an unrealistic value of 40.00 cm. It is concluded that Gompertz offers more 

biologically consistent parameters, fundamental for decision-making in aquaculture. As a future perspective, it is 

suggested to expand research toward two-phase models that incorporate sexual maturity and weight growth 

estimation. 

Keywords: curve adjustment, growth, asymmetry, non-linear regression. 
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INTRODUCCIÓN 
 

El estudio del crecimiento en organismos acuáticos es una de las bases de la biología 
pesquera y la acuicultura. Entender cómo los peces ganan biomasa con el tiempo no es solo 
un asunto fisiológico: tiene consecuencias directas en cómo se planifica la producción, se 
manejan los recursos y se diseñan los protocolos de alimentación. Y ahí es donde los 
modelos matemáticos se vuelven indispensables, porque permiten resumir datos 
longitudinales complejos en parámetros concretos que se pueden comparar entre 
poblaciones o condiciones experimentales distintas. 

 
La tilapia azul (Oreochromis aureus) mostrada en la figura 1, es un pez cíclido de 

procedencia africana que fue introducido en México en los años 60, convirtiéndose en una 
de las especies biológicas de mayor éxito en la acuacultura continental y la pesca ribereña 
de México. Desde el punto de vista morfológico, la tilapia azul se caracteriza por ser un pez 
de cuerpo robusto, comprimido lateralmente y con un color gris azulado que en los machos 
en reproductor se hace notablemente más intenso, teniendo los bordes de las aletas dorsal y 
la caudal de un color rojo brillante o rosado. Su éxito reproductivo es muy alto, bajo la 
estrategia de incubación bucal materna,  un mecanismo evolutivo donde las hembras 
protegen los huevos fertilizados y las larvas dentro la cavidad oral, disminuyendo 
considerablemente la tasa de depredación en las etapas más vulnerables (Urías-Sotomayo 
& Maeda-Martínez, 2023) 

 

 
Figura 1. Tilapia Azul (Oreochromis aureus) 

 
Desde el punto de vista ecológico, esta especie presenta una sorprendente 

plasticidad ambiental y dieta eurífaga (capacidad de alimentarse de casi cualquier cosa). Es 
un organismo eurihalino, que puede transitar y tolerar desde aguas completamente dulces 
hasta ambientes estuarinos salobres, además tolera bajas concentraciones de oxígeno 
disuelto y rangos térmicos bastante dilatados, aunque prefiere aguas cálidas entre 22 y 30 
grados Celsius. En los cuerpos de agua de México su alimentación es principalmente 
detritívora y herbívora, al alimentarse de algas, fitoplancton y materia orgánica. 

 
El modelo más usado históricamente para describir el crecimiento en peces es el de 

von Bertalanffy (MVB). Lo formuló Ludwig von Bertalanffy en 1938 y después Beverton y 
Holt en 1957 lo consolidaron en el contexto pesquero en los años cincuenta. La idea central 
es elegante: el crecimiento refleja el balance entre procesos anabólicos y catabólicos, y la 
curva resultante es asintótica, es decir, el organismo se va acercando a un peso o longitud 
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máximo sin alcanzarlo del todo. Se usa tanto porque tiene una base fisiológica sólida y 
encaja bien con los modelos de dinámica poblacional y evaluación de stocks. 

 
El problema es que von Bertalanffy no funciona bien en todos los casos (Gómez, et. 

al. 2020).  Cuando el crecimiento tiene una forma claramente asimétrica, el modelo empieza 
a fallar. Específicamente, el punto de inflexión de la curva queda fijo estructuralmente en 
alrededor del 29,6% de la longitud asintótica, y si los datos no siguen esa proporción, el 
ajuste se deteriora y los parámetros estimados pierden sentido biológico. Esto pasa con 
frecuencia en especies de crecimiento inicial rápido o en individuos criados bajo condiciones 
intensivas de alimentación, donde la trayectoria de crecimiento no encaja con el patrón que 
el modelo clásico da por supuesto. 

El modelo de Gompertz es una alternativa que merece atención. Viene de un lugar 
inesperado: Benjamín Gompertz lo desarrolló en 1825 para la demografía actuarial, no para 
peces. Pero resulta que su formulación matemática permite que el punto de inflexión se 
mueva libremente, lo que le da una flexibilidad que von Bertalanffy no tiene. Eso lo hace 
especialmente útil cuando la fase juvenil es corta e intensa y el crecimiento se desacelera 
gradualmente después, un patrón bastante común en teleósteos de cultivo con regímenes 
alimenticios controlados. 

 
Comparar modelos no es un ejercicio estadístico por el gusto de hacerlo. La elección 

del modelo afecta directamente los parámetros que se obtienen, y esos parámetros son los 
que después informan decisiones de manejo. La tasa de crecimiento intrínseco, el peso o 
longitud asintótica, la edad teórica al tamaño nulo: todos estos valores cambian 
dependiendo del modelo que se usa para estimarlos. Por eso la elección no puede basarse 
solo en cuál ajusta mejor los datos, sino también en si los supuestos del modelo son 
coherentes con la biología de la especie. 

Es importante apuntar que los parámetros de crecimiento de una especie en 
particular pueden tener diferentes valores de acuerdo con su distribución geográfica y 
también cohortes que pueden crecer de forma diferente según las condiciones ambientales 
(Sparre & Venema, 1995).  

 
En el caso de la tilapia azul en cultivo, la literatura existente es bastante heterogénea. 

Hay estudios que aplicaron von Bertalanffy de forma automática sin evaluar si había 
alternativas más adecuadas, y otros que describieron asimetrías en las curvas de crecimiento 
sin explorar formalmente si Gompertz explicaba mejor los datos (Guzmán-Castellanos, et 
al. 2013). Esa brecha metodológica limita la comparabilidad entre estudios y puede llevar a 
estimaciones sesgadas de parámetros que son relevantes para la producción. 

 
Para evaluar bien el desempeño de un modelo de crecimiento hay que usar criterios 

formales: AIC, BIC, validación cruzada (Yates, et. al. 2022). Estos criterios penalizan la 
complejidad innecesaria y favorecen la capacidad de generalización. El análisis de residuos 
también es clave, porque permite detectar si el modelo está dejando patrones sistemáticos 
sin explicar, lo que sería una señal clara de que la especificación es deficiente. 

 
Este trabajo parte de una hipótesis concreta: la trayectoria de crecimiento de O. 

aureus bajo condiciones de producción controlada tiene una asimetría temporal que von 
Bertalanffy no captura bien, y que Gompertz, por su mayor flexibilidad estructural, se ajusta 
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mejor y produce parámetros biológicamente más coherentes. El objetivo es ponerlo a prueba 
con un análisis comparativo riguroso que combine criterios estadísticos formales con 
consideraciones de interpretabilidad biológica, y así contribuir a establecer una base 
metodológica más sólida para la modelación del crecimiento en esta especie. 
 

La modelación matemática puede verse como un puente entre la matemática y la 
biología pesquera ya que las matemáticas, especialmente la estadística y los modelos 
matemáticos, son herramientas esenciales para entender las poblaciones de peces, predecir 
su dinámica, y establecer cuotas de pesca sostenibles, analizando datos de captura, 
crecimiento y ciclos de vida para gestionar los recursos y asegurar el futuro de la actividad 
pesquera, combinando ecología, economía y ciencia de datos para un manejo responsable, 
(Sánchez y Gutiérrez, 1998) 

MATERIALES Y MÉTODOS 
Se trabajo con un conjunto de 50 datos en los que se contrasto la Longitud Total. El 

material biológico se colectó mensualmente de febrero a enero, mediante redes agalleras y 
atarraya.  

 
El objetivo principal del trabajo es establecer criterios claros y basados en la 

evidencia (utilizando métricas como el Criterio de Información de Akaike (AIC)) para 
identificar cuál de los dos modelos es el mejor para esta especie. 

 
El Criterio de Información de Akaike (AIC) es una herramienta estadística que 

sirve para comparar distintos modelos matemáticos y elegir cuál es el mejor 
(Wagenmakers, et. al. 2004). El AIC mide cuánta información pierde un modelo al intentar 
representar el proceso real de los datos. Busca un equilibrio entre qué tan bien se ajusta el 
modelo a los datos y su simplicidad.  

 
El AIC calcula dos cosas al mismo tiempo mediante una fórmula: 

1. Ajuste del modelo: Mide qué tan bien explica el modelo los datos observados. 
2. Complejidad (Penalización): Suma puntos extra por cada variable o parámetro que 

se agregue al modelo.  
 
Si se añaden demasiadas variables, el modelo se vuelve complejo y memoriza los 

datos en lugar de aprender patrones generales (esto se llama sobreajuste). El AIC penaliza 
esto para asegurar que el modelo sea simple y fácil de usar con nueva información.  

 
El mejor modelo es siempre el que tiene el valor de AIC más bajo, por ejemplo.  

• Modelo A (AIC = 120): Buen ajuste y más simple. 
• Modelo B (AIC = 150): Más complejo, pero con mayor pérdida de información. 
• Decisión: Se elige el Modelo A porque tiene el AIC más bajo.  

 
Aunque el valor absoluto de AIC no significa nada por sí solo, las diferencias entre 

los valores de los modelos sí importan.  
• Diferencia < 2: Los modelos son muy similares. 
• Diferencia entre 4 y 7: El modelo con mayor AIC tiene un soporte 

significativamente menor. 
• Diferencia > 10: El modelo con mayor AIC no tiene casi sustento (es mucho peor).  
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Algoritmos de aproximación y ajuste no lineal 

Se contrastó numéricamente el desempeño estructural del modelo no sigmoidal de Von 
Bertalanffy frente al modelo sigmoidal de Gompertz. Para la resolución numérica del 

sistema no lineal y la aproximación de los vectores de parámetros  = [L∞, k, t0/Ti], se 
implementó el Algoritmo de Regiones de Confianza (Trust-Region-Reflective). Este método 
numérico es altamente eficiente para resolver problemas de mínimos cuadrados con 
restricciones asociadas a límites biológicos estrictos (por ejemplo, forzar a que L∞ no sea 
matemáticamente menor que la longitud máxima observada). 

 
En este trabajo se utilizó el lenguaje R como apoyo en el análisis numérico por las 

grandes ventajas que esto conlleva, la necesidad de resolver problemas en los que el 
crecimiento no es lineal (modelos de Gompertz y de Von Bertalanffy)y que requieren ya sea 
del uso de ecuaciones diferencias o bien la linealización de la curva mediante la utilización 
de logaritmos, en el entendido que ello es possible cuando el número de parámetros no es 
grande, se tiene que recurrir a lenguajes programación.  R ofrece un entorno diseñado 
específicamente para lidiar con la asimetría biológica, el ruido experimental y la 
convergencia de algoritmos complejos. 

 
R integra de forma nativa e independiente librerías como minpack.lm (basada en 

Levenberg-Marquardt) o el algoritmo port dentro de la función nls(). Estas herramientas 
ejecutan aproximaciones sucesivas mediante regiones de confianza, lo que permite forzar al 
software a buscar parámetros dentro de límites biológicos estrictos (por ejemplo, impedir 
que la longitud asintótica L∞ sea menor que la talla máxima registrada en los muestreos). 

 
R automatiza el cálculo numérico de los Criterios de Información de Akaike (AIC) y 

Bayesiano (BIC) a través de funciones directas. Esto permite al investigador saber con 
certeza matemática si la complejidad añadida por el modelo sigmoidal está plenamente 
justificada por un incremento real en la precisión predictiva. 
Matriz de 50 Datos Empíricos (Edad vs Longitud) 

En estos datos (Tabla 1) se muestra el crecimiento real de una cohorte de tilapias. Se 
observa que entre las semanas 1 y 10 el crecimiento es lento, se dispara exponencialmente 
entre la 12 y la 24 (fase juvenil), y comienza a estabilizarse (asíntota) a partir de la semana 
36 debido a la madurez sexual. 

 
Tabla 1. Crecimiento de la Tilapia Azul 

Semana (t) L (cm) 

1 1.8 

2 2.2 

3 2.8 

4 3.5 

….. ….. 
….. ….. 
….. ….. 
47 34.5 

48 34.6 
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49 34.7 

50 34.8 

RESULTADOS  
Para implementar el ajuste numérico de los 50 datos utilizando R, el método más 

robusto y alineado con el enfoque de regiones de confianza y restricciones de caja es 
utilizar la función nativa nls() configurando el algoritmo "port". Este algoritmo utiliza 
precisamente derivadas parciales y un enfoque de regiones de confianza para asegurar la 
convergencia dentro de los límites biológicos que definamos. 

 
El script paso a paso, completamente estructurado y listo para ejecutarse es el que se 

muestra en el anexo. 
 
Resultados de la ejecución de R para determinar el AIC, el modelo y su gráfico en cada caso: 
 

 

 
 

𝑳(𝒕) = 𝟒𝟎(𝟏 − 𝒆−𝟎.𝟎𝟒𝟒𝟐𝟕𝟒∗(𝒕−𝟐.𝟒𝟖)) 
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𝑳(𝒕) = 𝟑𝟔. 𝟎𝟒 ∗ 𝒆−𝒆

−𝟎.𝟎𝟗𝟒𝟏𝟕∗(𝒕−𝟏𝟑.𝟑𝟑)
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Decisión: Se elige el Modelo de Gomperta porque tiene el AIC más bajo. 
 
CONCLUSIONES 

El análisis numérico demuestra de manera contundente por qué Gompertz supera 
al estándar de Von Bertalanffy en este escenario. El parámetro crítico estimado por el 
algoritmo fue Ti = 13.33 semanas. 

 
Matemáticamente, esto significa que el modelo de Gompertz localizó con exactitud 

el punto de inflexión donde la tilapia experimenta su máxima velocidad de crecimiento 
(semana 13), cambiando la concavidad de la curva. Como el modelo de Von Bertalanffy 
está obligado matemáticamente a tener una tasa decreciente desde el tiempo cero (sin fases 
de aceleración), se ve forzado a sobredimensionar la asíntota (L∞ = 40.00 cm, cuando el pez 
real difícilmente pasará de 35 cm) para intentar compensar el error, penalizando su 
capacidad predictiva global. 
 
Limitaciones y Perspectivas Futuras 

Sugerencias para Posteriores Estudios 
1.  Modelación Bifásica e Inclusión de la Madurez Sexual 

Aunque el modelo de Gompertz captura con éxito la asimetría juvenil, el gasto 
energético de la tilapia cambia drásticamente cuando entra en la etapa reproductiva 
(desvío de energía de los músculos a las gónadas). Desarrollar posteriores estudios 
utilizando modelos de crecimiento bifásicos (como el modelo de Minchin o variaciones de 
Richards). Estos esquemas matemáticos permiten simular numéricamente un "punto de 
quiebre" o discontinuidad en la curva, el cual coincide con la talla de primera madurez 
sexual, optimizando la predicción en las etapas adultas tardías. 

2. Estimación del Crecimiento en Peso mediante Relaciones Alométricas. En la 
comercialización acuícola, el peso de la biomasa es una métrica más relevante para el 
productor que la longitud aislada. Se sugiere expandir esta metodología acoplando el 
modelo predictivo de longitud de Gompertz con la relación peso-longitud tradicional (W 
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= a * Lb), o bien, evaluar directamente el desempeño de las versiones pesadas de ambos 
modelos. Esto permitiría estimar las curvas de rendimiento de masa y calcular con 
precisión milimétrica las tasas de conversión alimenticia (FCR). 
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Anexo: 
El script paso a paso, completamente estructurado y listo para ejecutarse es el siguiente: 
 
# ============================================================ 
# SCRIPT DE R: MODELACIÓN DEL CRECIMIENTO EN TILAPIA AZUL 
# Ajuste Numérico mediante Regiones de Confianza (Algoritmo Port) 
# ============================================================ 
 
# 1. GENERACIÓN DEL CONJUNTO DE 50 DATOS (Vectores de Edad y Longitud) 
edad <- 1:50 
longitud <- c( 
  1.8, 2.2, 2.8, 3.5, 4.3, 5.1, 6.0, 6.9, 7.8, 8.8, 
  9.8, 11.2, 12.6, 14.0, 15.4, 16.8, 18.0, 19.1, 20.2, 21.2, 
  22.1, 23.1, 24.1, 25.0, 25.9, 26.7, 27.4, 28.1, 28.7, 29.3, 
  29.8, 30.3, 30.8, 31.2, 31.6, 32.0, 32.4, 32.7, 33.0, 33.3, 
  33.5, 33.7, 33.9, 34.1, 34.3, 34.4, 34.5, 34.6, 34.7, 34.8 
) 
 
# Consolidar en un Data Frame 
datos_tilapia <- data.frame(t = edad, L = longitud) 
 
# ============================================================ 
# 2. CONFIGURACIÓN Y AJUSTE DEL MODELO SIGMOIDAL DE GOMPERTZ 
# ============================================================ 
 
# Definición de Límites (Restricciones de Caja para el Algoritmo) 
# Formato: c(L_inf, k, Ti) 
limites_inferiores <- c(25.0, 0.01, 0.0) 
limites_superiores <- c(40.0, 0.30, 15.0) 
valores_iniciales  <- list(L_inf = 30.0, k = 0.1, Ti = 1.0) 
 
# Ajuste numérico mediante algoritmo de regiones de confianza ("port") 
modelo_gompertz <- nls( 
  L ~ L_inf * exp(-exp(-k * (t - Ti))), 
  data = datos_tilapia, 
  start = valores_iniciales, 
  lower = limites_inferiores, 
  upper = limites_superiores, 
  algorithm = "port", 
  control = nls.control(maxiter = 1000, tol = 1e-6) 
) 
 
# ============================================================ 
# 3. CONFIGURACIÓN Y AJUSTE DEL MODELO DE VON BERTALANFFY (ESTÁNDAR) 
# ============================================================ 
valores_iniciales_vb <- list(L_inf = 30.0, k = 0.1, t0 = 0.0) 
limites_inferiores_vb <- c(25.0, 0.01, -5.0) 
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limites_superiores_vb <- c(40.0, 0.30, 5.0) 
 
modelo_vb <- nls( 
  L ~ L_inf * (1 - exp(-k * (t - t0))), 
  data = datos_tilapia, 
  start = valores_iniciales_vb, 
  lower = limites_inferiores_vb, 
  upper = limites_superiores_vb, 
  algorithm = "port", 
  control = nls.control(maxiter = 1000, tol = 1e-6) 
) 
 
# ============================================================ 
# 4. EXTRACCIÓN DE RESULTADOS Y DIAGNÓSTICO NUMÉRICO 
# ============================================================ 
 
# Resumen estadístico de los parámetros optimizados 
cat("\n=== RESULTADOS DEL MODELO DE GOMPERTZ ===\n") 
print(summary(modelo_gompertz)) 
 
cat("\n=== RESULTADOS DEL MODELO DE VON BERTALANFFY ===\n") 
print(summary(modelo_vb)) 
 
# Cálculo de Criterios de Selección (AIC) 
aic_gompertz <- AIC(modelo_gompertz) 
aic_vb <- AIC(modelo_vb) 
 
cat("\n=== COMPARACIÓN DE DESEMPEÑO (AIC) ===\n") 
cat("AIC Gompertz:", aic_gompertz, "\n") 
cat("AIC Von Bertalanffy:", aic_vb, "\n") 
 
# ============================================================ 
# 5. GRAFICACIÓN DE LAS CURVAS AJUSTADAS VS DATOS EMPÍRICOS 
# ============================================================ 
plot(datos_tilapia$t, datos_tilapia$L,  
     pch = 19, col = "darkgray", main = "Modelación de Crecimiento - Tilapia Azul", 
     xlab = "Edad (semanas)", ylab = "Longitud (cm)", cex = 1.2) 
 
# Superponer la curva de Gompertz (Línea Azul) 
lines(datos_tilapia$t, predict(modelo_gompertz), col = "blue", lwd = 3) 
 
# Superponer la curva de Von Bertalanffy (Línea Roja Discontinua) 
lines(datos_tilapia$t, predict(modelo_vb), col = "red", lwd = 2, lty = 2) 
 
# Agregar Leyenda 
legend("bottomright", legend = c("Datos Reales", "Gompertz (Sigmoidal)", "Von 
Bertalanffy"), 
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       col = c("darkgray", "blue", "red"), pch = c(19, NA, NA), lty = c(NA, 1, 2), lwd = c(NA, 3, 
2)) 
 
 
Explicación de los componentes clave en R: 

• algorithm = "port": Esta es la instrucción crítica. Por defecto, R utiliza un algoritmo 
clásico de Gauss-Newton que no acepta límites y diverge fácilmente si los valores 
iniciales son malos. Al cambiarlo a "port", R ejecuta una rutina basada en derivadas 
de la librería PORT, la cual utiliza regiones de confianza y permite acotar los 
parámetros (lower y upper). 

• nls.control(tol = 1e-6): Establece el umbral de tolerancia numérica para detener las 
iteraciones cuando la reducción de la suma de cuadrados residuales deja de cambiar 
significativamente. 

• AIC(): Función interna de R que calcula de forma automática el Criterio de 
Información de Akaike a partir del logaritmo de la verosimilitud del modelo 
matemático y el número de parámetros ajustados (p). 
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