Uso de métodos numeéricos para linealizar el modelo de Brody

Uso de métodos numéricos para linealizar el
modelo de Brody

Using numerical methods to linearize the
Brody model

Ulloa Ibarra José Trinidad?!, Nidia D. Uribe Oliva-
res?, Juan Felipe Flores Robles?, Maria Inés Orte-
ga Arcegal

1 Universidad Auténoma de Nayarit. México
2 CBTis 100
3 Universidad Univer Nayarit

Recibido: 26 de octubre de 2022
Aprobado: 20 de diciembre de 2022

Resumen:

Las curvas del crecimiento reflejan la relacion en-
tre la edad del animal y el desarrollo propio del
individuo para crecer y madurarse corporalmen-
te. Se presenta un trabajo desarrollado por el
cuerpo académico de matematica educativa don-
de se propone un modelo para el crecimiento ba-
sado en el andlisis numérico.
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Introduccién:

Continuando con la linea de investigacion que
pretende explicar la relacion entre las practicas
sociales y la construccion del conocimiento
(Arrieta, 2003), y abordando la linea que sostiene
que los conocimientos emergen de las practicas
de las comunidades (en nuestro caso, la comuni-
dad de bidlogos e ingenieros pesqueros). Ulloa y
Arrieta, 2008, dan cuenta de la modelacion en el
aula y marcan la separacion de los conocimientos
entre la modelacion escolar y las practicas de las
comunidades y en consecuencia de las intencio-
nalidades. No obstante, se pretende con este tra-
bajo linealizar un modelo no lineal y por el otro
mostrar como el andlisis numérico como herra-

mienta de mucha utilidad para estudiantes y pro-
fesionistas que no posean un acervo matemaético
que incluya a las ecuaciones diferenciales.

El crecimiento es el proceso de incremento o
desarrollo progresivo de un organismo. Aunque
en la actualidad es un proceso muy complejo, se
puede medir el crecimiento por el cambio en lon-
gitud o peso de un pez individual o un grupo de
peces entre dos tiempos de muestreo. El creci-
miento de una poblacién puede referirse al cam-
bio en el nimero de peces observado a diferentes
tiempos (Everhart y Youngs, 1981; Granado,
2002).

Los peces presentan las siguientes caracteristicas:
1) Los peces no cesan de crecer, sino que su tasa
de crecimiento disminuye hasta hacerse asintoti-
ca, donde presenta incrementos minimos con re-
lacién al tiempo, por lo cual se considera como
crecimiento ilimitado.

2) El crecimiento de los peces se representa me-
diante una curva de caracter sigmoideo, en su
primera fase es exponencial y en la segunda fase
se vuelve asintética (Gulland, 1971; Royce, 1972).

El crecimiento de casi todos los recursos acuaticos
es asintdtico, esto es, cada especie en cada am-
biente tiene un tamafo caracteristico el cual es
obtenido por crecer a través de la vida. Este tipo
de crecimiento es comun para todos los vertebra-
dos de sangre fria y en cualquier animal es acom-
pafiado e influenciado por muchos factores inclu-
yendo los eventos endégenos (desarrollo del em-
brién, desarrollo, maduracién y senilidad) y los
cambios ex6genos en su ambiente (Royce, 1972;
Wootton, 1990).

Dentro de los modelos no lineales o asintéticos
destacan los denominados “Sigmoidales” entre
los que se encuentran los siguientes: Brody
(Brody, 1945), Von Bertalanffy (Bertalanffy, 1957),
Richards (Richards, 1959), Logistica (Verhulst,
1838) y Gompertz (Gompertz 1825). Una curva
sigmoidea o curva en forma de S, (figura 1) repre-
senta una curva tipica de crecimiento biolégico,
simboliza el crecimiento de los organismos en un
ambiente nuevo y favorable.

20



Actw Pesquerav

Figura 1. Curva de crecimiento sigmoidea (Ulloa et al, 2017)

La representacion del crecimiento requiere de la
utilizacion de diferentes modelos, la elaboracién de
estos requiere del dominio matematico del profe-
sionista a cargo, sin embargo; como ya se ha citado
en otros escritos, no todas las personas a cargo po-
seen un manejo adecuado de la resolucién de siste-
mas de ecuaciones, ecuaciones diferenciales de pri-
mer y segundo orden, por ello se hace necesario el
contar con alternativas para el desarrollo de los
modelos (Ulloa, et al. 2017).

Dentro de los modelos no lineales destacan los de-
nominados “Sigmoidales” entre los que se encuen-
tran los siguientes: Brody (Brody, 1945), Von Berta-
lanffy (Bertalanffy, 1957), Richards (Richards,
1959), Logistica (Verhulst, 1838) vy
Gompertz (Gompertz 1825).

El modelo de Brody ha sido empleado entre otros
procedimientos para describir el crecimiento de
ganado ovino. (Gbangboche, A. et al., 2008). Al
contrario de los modelos de Gompertz, von Berta-
lanffy y Logistico, el modelo de Brody no
presenta un punto de inflexiéon. Una re - parametri-
zacion del modelo.

En este trabajo se utilizaran los métodos numéricos
para resolver la ecuacién linealizada con base en

los logaritmos, por lo que este es el objetivo princi-
pal.

Marco Teorico

Este trabajo toma como base tedrica a la Socioepis-
temologia dado que el estudio que se realiz6 consi-
dera a comunidades de préctica en el caso en parti-
cular los profesionales de la pesca que desarrollan
las actividades como el aspecto preponderante pa-
ra entender un fenémeno y que en esto se genera
un conocimiento y que ademds considera aspectos
socioculturales ligados a la produccion y difusién
de conocimiento entre ellos el matematico, asi co-
mo los aspectos que atafien a los procesos de cogni-
cién, de naturaleza didéctica y construccién de di-
cho conocimiento (Cordero, 2005). En esta teoria se
parte del supuesto de que las précticas sociales son
generadoras de conocimiento, para con ello poder
modelar la practica que en un contexto histérico y
social otorga una estructura y un significado a lo
que hacemos (Cordero, 2001).

Sin embargo, en la teoria Socioepistemoldgica se
considera que para el andlisis de las formas de
construcciéon o produccién de conocimiento mate-
matico el énfasis esté, mds que en los objetos mate-
maticos, en los contextos o practicas donde se
emerge o se desarrolla dicho conocimiento en una
actividad humana.
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El objetivo de investigacion

La presente investigacion se sittia en estudiar, ana-
lizar y proponer una forma de trabajar analitica-
mente un modelo de crecimiento y como llegar a
ellos mediante el uso de la tecnologia sin ser ésta
la Gnica alternativa.

La interrogante que guia la presente investigacion
es: ;Como se trabaja el modelo de crecimiento me-
diante métodos numéricos y que alternativas pue-
den ser accesibles a los estudiantes y profesionis-
tas del 4rea de la pesca y la acuicultura?

Metodologia

Las actividades de modelacion se distinguen de
quienes la usan con la finalidad de ensefiar a mo-
delar, a desarrollar teorias de modelacién o hacer
uso de esta. Se reproducen y analizan practicas de
modelizado con la intencionalidad explicita de
desarrollar procesos de matematizacién en el aula
(Ulloa, et al. 2015).

La perspectiva asume a las précticas sociales como
la base de nuestros disefios, en particular tomamos
como base a las practicas centradas bien en los
modelos numéricos, bien en modelos graficos o
analiticos (Arrieta y Diaz, 2014)

El trabajo se desarrolla bajo un enfoque cuantitati-
vo y se utilizaron los datos numéricos obtenidos
de observaciones de huachinango y a partir de
ellos se realizé la linealizacion del modelo de
Brody y posteriormente se hace uso de los analisis
numéricos para hacer la propuesta de un modelo
que ajuste de buena manera los datos

Linealizacién de modelos no lineales.
La linealizacién es una técnica para calcular una
aproximacion lineal de una ecuacién no lineal en
un punto dado. Métodos que permiten linealizar
algunos modelos son:
El uso de logaritmos y sus propiedades
Cambio de variables

A muchos profesionistas la utilizacién de funcio-
nes lineales les facilita bastante el trabajo que de-
ben realizar para el manejo de datos y su represen-
tacion por medio de modelos matematicos, sin
embargo; en muchos de los casos se requiere mo-

delar datos que se representan por otro tipo de
funciones distintas a las lineales. Muchos de los
trabajos desarrollados utilizan como base al mode-
lo lineal y mediante diferentes técnicas se ha logra-
do “linealizar” modelos cuadraticos, exponencia-
les y de otro tipo.

Una de las técnicas que utilizaban hasta antes de
que la computadora se hiciera presente, los profe-
sionales de la pesca utilizaban hojas de papel log -
log y/o semilog segtin fuera la necesidad (figuras
No.1 y No. 2. Estas hojas se comercializaban en
algunas papelerias y con ellos se lograba transfor-
ma una curva en linea recta. Este procedimiento
predomino durante muchos afios y tiene como
fundamento el que las funciones lineales son ma-
tematicamente féciles y tiene la ventaja de que
pueden interpretarse graficamente sin ningan pro-
blema.

El papel logaritmico es un papel que se usa para
trazar algunas funciones. Ambos ejes de coordena-
das son logaritmicos. El papel semi logaritmico es
un papel que también se usa para trazar algunas
funciones, pero en el que un eje de coordenadas es
logaritmico y el otro es lineal.

Una explicacién del porque se privilegiaban las fun-
ciones lineales es que son matematicamente faciles y
ademads tienen la ventaja de que pueden interpretar-
se graficamente sin ningtn problema. Pero, muchas
de las relaciones funcionales que se observan en bio-
logia pesquera no son lineales. Afortunadamente,
estas funciones no lineales pueden transformarse a
menudo en funciones lineales (Sparre y Venema,
1997), lo que significa que pueden tratarse de la for-
ma descrita en las secciones precedentes. A continua-
cién, se ofrecen varios ejemplos de la aplicacion de
las transformaciones de funciones no lineales en fun-
ciones lineales en biologia pesquera.

Como ya se cit6, se utilizaron los datos numéricos
obtenidos de observaciones de Huachinango en el
litoral del Pacifico mexicano y a partir de ellos se
procedi6 a trabajar para hacer una propuesta de mo-
delo con base en la ecuaciéon de Brody, procediéndo-
se primeramente a su linealizacién y posteriormente
aplicando el analisis numérico requerido para tener
un modelo especifico para la especie en estudio.
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10k 2 3 posteriormente se propone la linealizacién de los
modelos y se realiza el procedimiento analitico pa-
9 ra obtener el modelo.
8 Datos:
7 - Edad
(afios) Longitud Total (cm)
. . 0 19
Figura 1. Hoja de papel logaritmico (log — log) 1 3
10 2 30
3 35
9 4 40
5 48
g 6 53
7 59
8 62
/ 9 65
Figura 2. Hoja de papel semilogaritimico 10 70
11 72
El anédlisis numérico es una via de solucién alterna 12 74
que permite conectar la teoria y la practica al nivel 3 77
que se quiera de medicién y calculo, pero en una
forma diferente a como normalmente se ensefia la 14 80
operacion analitica de los conceptos. 15 81
16 82
Se procede a la graficacion de los datos utilizando
ya se la hoja de calculo de Excel o cualquier otro
grafico con la finalidad de caracterizar el modelo
que represente de la mejor manera a lo observado,
Huachinango
80 o o ¢
—_=n e * ¢
ji Al . L
= 60 o *
% 50 ¢
[ [
e 40 . .
30 o
S2¢
) 0 2 4 6 8 10 12 14 16 18
Edad (Aifios)

Fig. 3. Huachinango del Pacifico
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Como puede apreciarse en el grafico se aprecia
un modelo sigmoidal que representa a los da-
tos de manera gréfica por lo que con su analisis
podemos hacer inferencias.

Dada la situacién anterior se procedi6 a lineali-
zar el modelo sigmoidal para poder establecer
el que mejor los represente, con base en el pro-
cedimiento descrito por Quintana, Villalobos y
Cornejo (2005) y adaptado por Ulloa, Nieto,
Ortega, Flores y Arrieta (2019).

El modelo sigmoidal, en este caso el modelo de
Brody se representa mediante:

y;=K(1— A+ e 5)

Donde:

yi representa el i-ésimo peso del animal en el i-
ésimo tiempo ti;

K, es la longitud asintética cuando tiende a infi-
nito;

A es un parametro de ajuste cuandoy # 0 6 t #
0;

B es un indice de madurez expresado como una
proporciéon de porcentaje del méximo creci-
miento con respecto al peso adulto del animal.

El procedimiento de linealizacion se basé en las
propiedades de los logaritmos, en este ejercicio
se utilizaron los logaritmos naturales dado que
la ecuacién que representa la modelo de Brody
contiene a la constante “e” que es la base para el

tipo de logaritmos, llegdndose a:

Tr

Ln I: ) =Bt—ILnA

WK —

Por comparacion con la ecuacion

Lny =Lna; +a,x

Lny =Lna; +a,x

Esta ecuaciéon representa la ecuaciéon de una

linea recta en la que la pendiente es a1 y la or-
denada al origen es Ln ao

Al aplicar el método de minimos cuadrados, se
obtienen las siguientes ecuaciones para calcular
la pendiente y la ordenada al origen. Para la
pendiente

n %(Ln x;)(Lny;) — X Lnx; ¥ Lon(y;)
nz{lnx)?— (3 Lnx)?

da; =

Para la ordenada al origen
Ln(a,) = Ln(y) — a;(Lnx)

HaciendoY ' =Lny, A’=Lna Lnx=X, B=b
Se tiene:
Y =A" + B*X’

Con esto como base el coeficiente de correlaciéon
se obtiene de la siguiente manera:

nx(LX +Y) - (ZXNEY)

j{:n FEX - (EX) D) TV — (B¥)?)

r=

Resultados y discusion:

En la tabla No. 2 se presentan la manera de rea-
lizar los calculos a partir de los datos de la
muestra obtenida durante todo el periodo de
observacion.

2 — n)logx;«logy, — Y logx; Xlogy;
e nY(logx;)* — (X logx;)?

Log ap = (Log y) — a;(Log x)

Una vez realizados los célculos se llegan a los
valores

ai 0,84511
ao 0,08701

Por lo que el modelo propuesto queda como:

y = 105. -;.rg(-l —0.84511 E—u.usmm)

24



Actw Pesquerav

Tabla 2. Datos para linealizacién del modelo de Brody.

X y X' Y' X'Y' X'A2 Y'A2
Muestra
Lt Pt Lnx Lny Lnx*Lny (Ln x)"2 (Ln y)*2
1
Modelo de Brody
~ 60 - O
S 50
t—q
= 40 @
R J
= 10
Edad (Anos)
o Datos Reales Datos caclulado

Figura 4. Comparacion datos reales VS datos calculados con
base en el modelo propuesto

Coeficiente de Correlacion=1r =
0,9658

Para llegar al modelo propuesto:
¥y =105+ (1— 0.84511  g~0:08701:¢)

Se realiz6 una proyeccién del crecimiento en este
caso de la longitud, y se estimé que el valor de la
asintota de crecimiento puede ser de 105. Se reco-
noce que dependiendo de este valor el modelo
puede cambiar ya que los valores de los pardme-
tros calculados dependen en gran medida de es
valor, no obstante, en el caso de que el valor fuera
mas bajo los cambios no son realmente significati-
VOs.

Conclusiones:
No se debe perder de vista que un modelo de re-

gresion no lineal es una ecuacion

que describe la relaciéon no lineal entre la variable
respuesta y la variable predictora cuando esta no
puede ser formada adecuadamente mediante una
relacion lineal, es decir, se utilizan cuando los da-
tos no se ajustan a la recta de mejor ajuste tanto
como el investigador quisiera, entonces se debe de
tomar otras opciones como una relacién: logaritmi-
ca, exponencial, potencial, polinomial, entre mu-
chas mas (Ulloa, et al 2022).

Conviene recordar también que a pesar de la utili-
dad que pueden tener los modelos en la predic-
cion, la propuesta de los mismo debe realizarse
utilizando de manera correcta las diferentes meto-
dologias y algo que se importante es que los mo-
delos no son tnicos ni para una regién, ni para
una especie.
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