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Analisis Numeérico para representar el crecimiento de la trucha

e,

Uso del analisis numérico para representar el Crecimiento de la Trucha Blanca
(Haemulon flaviguttatum Gill, 1863)

Using numerical analysis to represent the growth of the white trout (Haemulon
flaviguttatum Gill, 1863)

Resumen

En el desarrollo del presente trabajo, se utiliz6 el andlisis de ajuste de datos para
seleccionar el modelo que mejor representa datos de la trucha blanca, comparando los
modelos: Logistico, Brody y el de Saturacion con la finalidad de lograr hacer una
propuesta sobre el mejor de ellos. En biologia pesquera, los modelos sigmoidales, también
conocidos como modelos de crecimiento en forma de S, son herramientas matemaéticas
ampliamente utilizadas para representar el crecimiento de poblaciones de peces y otras
especies acudticas. Estos modelos se caracterizan por su forma en S, que refleja un
crecimiento inicial lento, seguido de una aceleracién hasta alcanzar un limite asintético. Es
importante destacar que estos modelos son simplificaciones de la realidad y no siempre
representan todos los aspectos de la dindmica poblacional de una especie. Por lo tanto, es
crucial utilizarlos con precaucién y considerar otras fuentes de informacién al realizar
inferencias sobre el estado de una poblacion pesquera. Es importante evaluar las ventajas
y desventajas de cada modelo antes de seleccionar el mas apropiado. Su capacidad para
modelar el crecimiento en longitud de peces de manera precisa lo ha convertido en una
herramienta esencial para la evaluacién de poblaciones y la gestiéon pesquera.

Palabras clave: anélisis numérico, crecimiento, trucha blanca

Abstract

In the development of this work, data fitting analysis was used to select the model that
best represents channel catfish data, comparing the Logistic, Brody and Saturation models
to make a proposal on the best of them. In fisheries biology, sigmoidal models, also known
as S-shaped growth models, are widely used mathematical tools to represent the growth
of fish populations and other aquatic species. These models are characterized by their S-
shape, which reflects a slow initial growth, followed by an acceleration until reaching an
asymptotic limit. It is important to note that these models are simplifications of reality and
do not always represent all aspects of the population dynamics of a species. Therefore, it is
crucial to use them with caution and consider other sources of information when making
inferences about the status of a fishery population. It is important to evaluate the
advantages and disadvantages of each model before selecting the most appropriate one.
Its ability to accurately model fish length growth has made it an essential tool for stock
assessment and fisheries management.

Keywords: numerical analysis, growth, white trout
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Introducciéon

Para explicar los fenémenos observados en las diferentes éreas, la ciencia desarrolla teorias
y modelos, estos tultimos los utiliza para crear conexiones, causas y explicaciones.
(Cadima, 2003). En el caso del crecimiento individual, se aplican modelos matematicos
para dar cuenta de este aspecto a lo largo del ciclo vital de la especie. Los modelos de
crecimiento de los grupos de poblacién explotados describen con precision las etapas de la
vida en las que sufren la explotacién, (Gulland, 1983). Las descripciones matemaéticas del
crecimiento se basan en supuestos bioldgicos para explicar este fendmeno en las especies
(Ricker, 1979).

Con frecuencia es importante e incluso necesario analizar varios modelos o funciones de
crecimiento para caracterizar adecuadamente este aspecto de una especie, (Calliet et al.,
2006). Para ello se deben seleccionar modelos apropiados a la representacion de la realidad
biolégica, con bases estadisticas en sus ajustes y confiabilidad (Moreau, 1987).

En biologia pesquera, los modelos sigmoidales, también conocidos como modelos de
crecimiento en forma de S, son herramientas matematicas ampliamente utilizadas para
representar el crecimiento de poblaciones de peces y otras especies acuaticas. Estos
modelos se caracterizan por su forma en S, que refleja un crecimiento inicial lento, seguido
de una aceleracion hasta alcanzar un limite asintético.

Ningtin modelo Sigmoidal es indiscutiblemente "mejor" para todas las aplicaciones en
biologia pesquera. La eleccién de un modelo adecuado depende de las caracteristicas
especificas del caso de estudio (la especie estudiada) y de los objetivos del anélisis. Antes
de elegir el mas adecuado, es importante evaluar las ventajas y desventajas de cada
modelo. Sin embargo, el modelo de Bertalanffy es el modelo en forma de S més utilizado
en biologia pesquera debido a su simplicidad y flexibilidad. Su capacidad para simular
con precision el crecimiento de la longitud de los peces lo convierte en una herramienta
importante para la evaluacion de poblaciones y la gestién pesquera.

Es importante enfatizar que el modelo Sigmoidal es una simplificacion de la realidad y no
necesariamente representa todos los aspectos de la dindmica poblacional de una especie.
Por lo tanto, es importante utilizar estos modelos con precaucién y considerar otras
fuentes de informacion al inferir el estado de las poblaciones de peces.

Se pueden realizar varios tipos de andlisis comparativo para determinar las ventajas y
desventajas de diferentes modelos sigmoideos. Estos incluyen: andlisis de conciliacién de
datos; Anélisis de parsimonia; Analisis de capacidad predictiva; Anélisis de estabilidad;
Andlisis de interpretabilidad; Analisis de robustez.
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Existen ademds otros métodos para seleccionar el modelo que mejor se aproxima de un
grupo de modelos candidatos utilizando criterios de teoria de la informacién, (Burnham y
Anderson, 2002). Este tipo de herramientas exploratorias son muy recientes en los estudios
de pesquerias, donde han sido utilizados por menos de una década (Cruz-Vazquez et al.,
2012).

La Matematica Aplicada en las ciencias agropecuarias y pesqueras permiten brindar
criterios y herramientas basicas para manejar e interpretar cada vez mejor la actividad,
satisfacer las demandas de nuevas tecnologias para producir en mercados globales
altamente competitivos resguardando los recursos naturales y tomar decisiones a mediano
y largo plazo en condiciones similares de experimentacion (Ortega, 2000).

La modelacién es una practica que articula las diferentes ciencias y la tecnologia con las
matematicas. Para dar evidencia de estas afirmaciones, basta analizar el entorno laboral
que tienen estas comunidades (Ulloa y Arrieta, 2011). La modelacién tiene lugar en las
tres etapas principales del complejo pesquero, ya que la encontramos no solamente al
utilizar los Modelos de Prediccién de las Capturas, sino también en el procesado de
productos y al realizar estudios de consumo y demanda. Se ha comentado también (Ulloa
y Arrieta, 2011) que gran parte del conocimiento surge en las llamadas comunidades de
practica (Wenger, 1998a), en la figura 1 se muestra como surge este en la comunidad.

Practica Pesquera
Profesional Real

Comunidad de
practica

Figural, Comunidades de practica

Se ha propuesto el andlisis de ajuste de datos para seleccionar el modelo que mejor
representa datos del crecimiento de la Trucha Blanca, comparando los modelos: Logistico,
Gompertz, Brody y el de Saturacién con la finalidad de hacer una propuesta sobre el mejor
de ellos.

Aspectos bioldgicos y ecolégicos del recurso
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Cuerpo oblongo, comprimido y bastante profundo (profundidad contenida 3,0 a 3,1 veces
en la longitud estdndar); boca grande, terminal y oblicua, su borde anterior ubicado al
mismo nivel que el centro del ojo; primer arco branquial con 26 a 36 branquiespinas; aleta
dorsal con muescas, con 10 a 12 espinas y 15 a 18 radios blandos; segunda espina anal mas
larga y fuerte que la tercera; serie de escamas por encima de la linea lateral oblicua; cuerpo
marrén claro; cada escama tiene una mancha azul perlado, las manchas parecen formar
lineas que siguen la serie de escamas; aletas amarillentas. Forma carddmenes sobre fondos
rocosos y arenosos. Se alimenta de noche

Es importante tener en cuenta que muchos organismos pasan por varias fases distintas de
crecimiento durante su vida. Una variable de tamafio o peso medible a lo largo del tiempo
puede servir para cuantificar esos patrones.

Un patrén sigmoideo se observa comtinmente en condiciones que son generalmente
consistentes, y donde una variable aumenta sucesivamente exponencialmente, luego
linealmente, y por altimo asintéticamente. Cuando se traza una curva en forma de S, o una
funcién sigmoidea, se puede ver en la siguiente figura.

Tiempo

Figura No.2 Curva Sigmoidal

Se debe recordar que una curva sigmoidal consta de tres etapas: un periodo acelerado
(etapa exponencial), un periodo de transicién y un periodo de meseta.

El problema de investigacion
Evaluar la capacidad de los modelos de crecimiento logistico, de Brody y de saturacion
para predecir el crecimiento de la trucha blanca (Oncorhynchus mykiss) en diferentes
condiciones de temperatura en un sistema de cultivo intensivo, cuyos objetivos son:
® Ajustar los modelos de crecimiento a datos de crecimiento de truchas blancas
criadas a diferentes etapas.
» Comparar el ajuste de los modelos y seleccionar el modelo que mejor se ajusta a los
datos.
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Evaluar la capacidad predictiva de los modelos para estimar el peso final de las
truchas a diferentes edades y temperaturas.

A

Determinar la temperatura 6ptima de cultivo para maximizar el crecimiento de la
trucha blanca.

Justificacion

Los modelos mateméticos, como el logistico, de Brody y de saturacién, son herramientas
valiosas en la biologia pesquera y la acuicultura. Estos modelos, al describir de manera
simplificada pero efectiva el crecimiento de poblaciones, ofrecen una serie de ventajas para
comprender y gestionar la dindmica de especies como la trucha blanca.

Como una ventaja de puede decir que la trucha blanca es una especie de gran importancia
comercial y ecolégica. Al modelar su crecimiento, podemos comprender mejor su ciclo de
vida, identificar los factores que limitan su crecimiento y desarrollar estrategias para su
conservacion y aprovechamiento sostenible. Los modelos logisticos, de Brody y de
saturacion, al capturar diferentes aspectos del crecimiento (crecimiento inicial rapido,
crecimiento asintético, efecto de la densidad), son particularmente ttiles para estudiar esta
especie.

Como desventajas tenemos que estos modelos son simplificaciones de la realidad y no
consideran todos los factores que pueden influir en el crecimiento de la trucha blanca,
como las interacciones con otras especies, las enfermedades o la variabilidad ambiental; la
precision de las predicciones depende de la calidad y cantidad de datos disponibles.

Por otra parte, la modelacién del crecimiento de la trucha blanca requiere un enfoque
multidisciplinario que combine conocimientos de biologia, ecologia, matematicas y
estadistica.

A continuacion, se presentan las caracteristicas mds importantes de los modelos que se
compararan para el desarrollo de este trabajo:

Modelo logistico:

El modelo logistico en las 4reas de la pesca y la acuicultura biologia pesquera es una
herramienta fundamental para entender el crecimiento de poblaciones de peces en
ambientes con recursos limitados. Este modelo se basa en la ecuacion logistica, que
describe como la tasa de crecimiento de una poblacion disminuye a medida que se acerca a
la capacidad de carga del ambiente.

Entre sus caracteristicas se encuentran las siguientes.
®w Crecimiento Sostenido: A diferencia del crecimiento exponencial, donde la
poblacién puede crecer indefinidamente, el modelo logistico considera un limite
maximo (capacidad de carga) que la poblacién no puede superar debido a
restricciones ambientales
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Tasa de Crecimiento Variable: La tasa de crecimiento per cépita es alta cuando la
poblacion es pequefia y disminuye a medida que la poblacién se aproxima a la
capacidad de carga. Esto se traduce en un crecimiento inicial rapido que se
desacelera con el tiempo

Parametros Clave: El modelo incluye pardmetros como la tasa intrinseca de
crecimiento (r) y la capacidad de carga (K). La relacion entre estos parametros
determina la forma de la curva de crecimiento

Aplicaciones en Manejo Pesquero: Este modelo es ttil para la gestion de recursos
pesqueros, permitiendo predecir el impacto de la pesca sobre las poblaciones y
ayudar en la toma de decisiones sobre cuotas de captura y conservacién

La ecuacién matemética del modelo logistico para el crecimiento de peces se expresa

CcComo:

Donde:

Loo

L) = 1 + e—k@-t0)

L(t): Longitud promedio de los peces en el tiempo "t".

Leo: Longitud asintética, que representa la longitud maxima promedio que pueden
alcanzar los peces.

k: Tasa de crecimiento relativa, que indica la velocidad a la que la poblacién se
acerca a su longitud asintética.

t: Tiempo, generalmente medido en dias, meses o afios.

to: Edad a la talla media (Lo/2), que representa el tiempo en el que la poblacion
alcanza la mitad de su longitud asintotica.

Interpretacion de los parametros:

(]

{A]

Loo: La longitud asintética. (L) es un pardmetro fundamental del modelo, ya que
representa el potencial maximo de crecimiento de la poblacién. Esta longitud esta
determinada por factores genéticos y ambientales, como la disponibilidad de
alimento, la temperatura del agua y la competencia.

k: La tasa de crecimiento relativa (k) indica la rapidez con la que la poblacién se
acerca a su longitud asintética. Un valor alto de k implica un crecimiento rdpido en
las primeras etapas, mientras que un valor bajo de k indica un crecimiento més
lento y gradual.

to: La edad a la talla media (to) proporciona informacion sobre el patrén de
crecimiento inicial de la poblacion. Un valor bajo de to indica un crecimiento rdpido
desde las primeras etapas, mientras que un valor alto de to sugiere un crecimiento
mas lento al inicio y una aceleracién posterior.

El modelo logistico es una herramienta fundamental en la gestion de recursos pesqueros y
acuicolas. Su aplicacién permite comprender la dindmica de las poblaciones, predecir
rendimientos y disefiar estrategias de manejo sostenible.

Modelo de Brody
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El modelo de Brody es una herramienta valiosa en la pesca y la acuicultura, pero es
importante reconocer sus limitaciones y utilizarlo junto con otros modelos y datos para
obtener una comprensién mdas completa de la dindmica de las poblaciones de peces y
organismos acudticos cultivados. La eleccién del modelo mas adecuado dependera de la
especie en estudio, la disponibilidad de datos y los objetivos del andlisis. La ecuacién
matematica del modelo de Brody para el crecimiento de peces se expresa como:

L(t) = Lo(e*")
Donde:
® L(t): Longitud promedio de los peces en el tiempo "t".
Lo: Longitud inicial promedio, que representa la longitud promedio de los peces al
inicio del estudio (t = 0).
k: Tasa de crecimiento relativa, que indica la velocidad a la que la poblacién crece
en relacién con su tamafio actual.
t: Tiempo, generalmente medido en dias, meses o afios.

Interpretacion de los parametros:

® Lo La longitud inicial promedio (Lo) proporciona informacién sobre el tamafio
inicial de la poblacion. Esta longitud es influenciada por factores como las
condiciones ambientales durante el desarrollo temprano y las caracteristicas
reproductivas de la especie.
k: La tasa de crecimiento relativa (k) indica la velocidad a la que la poblacién crece
en relacién con su tamafio actual. Un valor alto de k implica un crecimiento rapido,
especialmente en las primeras etapas, mientras que un valor bajo de k sugiere un
crecimiento maés lento.

Aplicaciones del modelo de Brody:

Estimacion del crecimiento individual: Permite determinar la tasa de crecimiento de un
organismo a lo largo de su vida, lo cual es fundamental para establecer edades de primera
captura, determinar tallas comerciales y evaluar el impacto de diferentes factores
ambientales en el crecimiento. Permite evaluar la sostenibilidad de una pesqueria al
comparar las tasas de crecimiento con las tasas de mortalidad por pesca.

El Modelo de Saturacién

El modelo de saturacién es una herramienta valiosa en la pesca y la acuicultura. Al
comprender la dinamica de las poblaciones y predecir los efectos de diferentes acciones de
manejo, se pueden tomar decisiones informadas para garantizar la sostenibilidad de estos
recursos vitales.

De manera general se puede decir que el modelo de saturacién es un modelo de

crecimiento no lineal que se basa en la siguiente ecuacién:

dx x\"

prad v
K
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donde:

x es el tamafio de la especie

t es el tiempo

r es la tasa de crecimiento intrinseca

K es la capacidad de carga del ecosistema

n es un pardmetro que controla la forma de la curva de crecimiento

El modelo de saturacion tiene las siguientes caracteristicas:
% El crecimiento es exponencial al principio, pero luego se ralentiza hasta que la
especie alcanza un tamafio maximo.

El tamafio méximo de la especie es igual a la capacidad de carga del ecosistema.

A

La forma de la curva de crecimiento depende del parametro n.

A

El parametro n controla la forma de la curva de crecimiento. Un valor de n menor a
1 da como resultado una curva de crecimiento més pronunciada, mientras que un
valor de n mayor a 1 da como resultado una curva de crecimiento més suave.

El modelo de saturacién tiene las siguientes suposiciones:
% El crecimiento es exponencial al principio, pero luego se ralentiza hasta que la
poblacién alcanza un tamafio maximo.
% E] tamafio maximo de la poblacién es igual a la capacidad de carga del ecosistema.
w La forma de la curva de crecimiento depende del parametro n.

Entre sus principales aplicaciones se tiene que:
% Estimacion de la Capacidad de Carga:

o Determina el nimero maximo de individuos de una especie que un
ecosistema puede sostener a largo plazo.

o Permite establecer limites de captura para evitar la sobreexplotacion y el
colapso de las poblaciones pesqueras, asi como optimizar la densidad de
cultivo en acuicultura.

» Prediccion de Rendimientos Pesqueros:

o Permite simular la evolucién de una poblacién pesquera bajo diferentes
niveles de esfuerzo pesquero.

o Ayuda a determinar el nivel de pesca que maximiza el rendimiento a largo
plazo sin comprometer la sostenibilidad de la poblacién.

La eleccion del modelo mas adecuado dependera de las caracteristicas especificas del
crecimiento de la especie de pez en estudio, la disponibilidad de datos y el ajuste empirico
de los modelos a los datos observados. En algunos casos, puede ser necesario explorar
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modelos méas complejos o combinar diferentes modelos para obtener una representacién
precisa del crecimiento.

Marco Teoérico

Como se ha especificado en trabajos anteriores del grupo de modelacién en Nayarit, se
toma como base a la teoria Socioepistemoldgica como el marco ideal ya que se basa en el
analisis de las practicas de las comunidades ya sean de estudio, de practica o profesionales
considerando al grupo social en el que se desarrollan las actividades como el aspecto
preponderante para entender la generacién del conocimiento.

Esta teoria cuyo surgimiento fue en el drea educativo, especificamente en el estudio de las
précticas sociales que influyen en las practicas sociales y culturales ha sido adoptada en
otras éreas, entre ella en las comunidades de profesionales, puede aplicarse en la biologia
pesquera y por lo tanto en la modelacién, considerando los conocimientos empiricos que
se utilizan para realizarla, pero tratando de encontrar un sustento cientifico formal para
explicarlos.

Al aplicar la teoria de la socioepistemologia a la modelacién en biologia pesquera, se busca
construir modelos més inclusivos, contextualizados y sensibles a las realidades sociales y
culturales de las comunidades pesqueras, lo que puede conducir a una gestiéon mas
sostenible y equitativa de los recursos pesqueros.

Metodologia

Segin Hernandez, Fernandez y Baptista (2014), este estudio es exploratorio, descriptivo y
correlacional. El disefio del estudio es no experimental, ya que se utilizaran datos
histéricos de las zonas de desembarco, mientras que las variables no se modificardn, sino
que se analizaran utilizando métodos y técnicas de estimacién de pardmetros
poblacionales. La poblacion de estudio es la especie “trucha blanca”.

Se realiz6 un analisis numérico puesto que solo se requieren conocimientos basicos de la
aritmética y del algebra, y ademas:

® El andlisis numérico permite encontrar soluciones numéricas a ecuaciones
diferenciales no lineales.
Esto permite estimar los pardmetros de los modelos de crecimiento a partir de
datos experimentales.
Los datos experimentales pueden ser obtenidos de una variedad de fuentes.
Una vez que se han estimado los pardmetros de los modelos, se pueden utilizar
para predecir el crecimiento futuro de la poblacién.

En la primera etapa se toma cada uno de los modelos, se linealiza y se hacen los
comparativos del original y del linealizado a fin de establecer analogias y con ello poder
calcular el coeficiente de correlacion.

La linealizacién de modelos sigmoidales es un enfoque utilizado para simplificar el
analisis y la resoluciéon de ecuaciones no lineales que describen el comportamiento de
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sistemas biol6gicos, quimicos o fisicos. Este método consiste en transformar la ecuacion
sigmoidal original en una expresién lineal aproximada mediante la aplicacion de ciertas
suposiciones y manipulaciones matematicas, como se muestra en la figura 3, en la que una
curva sigmoidal se transforma en una recta mediante la utilizacién de logaritmos.

Modelo de Brody Modelo de Brody Lnealizado

400
350 . *
300 . .

250 ® . 4

-
200 ¢ kel .
= 200 . 5
3 T 3
o -
150 | e e 2

100 .

50

0 2 4 6 8 10 12 14 16

x

Figura No. 3. Linealizacion del modelo sigmoidal de Brody
Cambiando y por Ln(K - y)
(Ulloa, et al, 2024)

Como ventajas de la linealizaciéon de curvas, podemos decir que las ecuaciones lineales son
mas faciles de analizar tanto desde el aspecto analitico como del grafico por ser
expresiones mds sencillas y manejables sobre todo en el caso de usuarios sin un adecuado
manejo de las matematicas.

Las desventajas son: la linealizacién implica una aproximacion, lo que puede interpretarse
principalmente como una representacién no muy exacta del sistema original, lo que puede
llevar a errores y a resultados imprecisos. En muchos casos el rango de validez de la
ecuacion lineal es vélida son en un rango especifico de las variables.

Como un obstaculo de importancia es el de que algunos modelos sigmoidales pueden
tener formas matemadticas complejas, lo que dificulta la linealizacion, ejemplo de esto son
los modelos que implican productos y/o cocientes; de igual manera se pueden tener
modelos con varios pardmetros desconocidos, lo que complica la linealizacién y la
interpretacién y/o estimacion de estos a partir de la forma lineal. Incluso si se logra una
linealizacion exitosa, puede ser dificil interpretar los resultados obtenidos a partir de la
forma lineal en términos del modelo sigmoidal original y su significado fisico o biolégico.

Una herramienta de gran utilidad en la linealizacién de los modelos sigmoidales es el uso
de los logaritmos, esto permite convertir la curva en la recta, mediante el siguiente
procedimiento: Primeramente, identificar la ecuacion sigmoidal, enseguida aplicar la
transformacién logaritmica, para ello se debe considerar la conveniencia de utilizar
logaritmos naturales o decimales; realizar las operaciones algebraicas necesarias para
aislar la variable independiente en un lado de la ecuacién y seguir hasta llegar a una
expresion lineal del tipoy =mx + b
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Sin embargo, es importante tener en cuenta que la linealizacién mediante logaritmos tiene
sus limitaciones. S6lo es valida en un rango especifico de valores y puede introducir
errores si se extrapola mds alld de ese rango. Ademads, la transformacion logaritmica puede
no ser apropiada para ciertas formas funcionales o cuando se involucran valores
negativos, como el caso de presentarse en la linealizacion del calculo de logaritmos de
cantidades negativas.

Ajuste de datos

Para realizar el andlisis del ajuste de datos utilizando anélisis numérico para representar el

crecimiento, se pueden seguir los siguientes pasos:

» Se deben obtener los datos experimentales o de campo relacionados con el
crecimiento de la poblacién o el organismo de interés.

s Se debe seleccionar un modelo matematico apropiado para describir el patrén de

crecimiento observado.

Se deben estimar los parametros del modelo seleccionado utilizando técnicas de

analisis numérico. Esto implica minimizar la suma de los cuadrados de las

diferencias entre los valores observados y los valores predichos por el modelo.

Una vez obtenidos los pardmetros estimados, se deben evaluar la bondad de ajuste

y la precisién del modelo.

Si es posible, se debe validar el modelo utilizando un conjunto de datos

independiente. Esto implica aplicar el modelo con los parametros estimados a un

nuevo conjunto de datos y evaluar su capacidad predictiva.

Finalmente, se deben interpretar los parametros estimados del modelo en términos

biolégicos y evaluar su coherencia con el conocimiento existente sobre el

crecimiento del organismo o poblacién en estudio.

Resultados
Datos de crecimiento de la Trucha Blanca (Haemulon flaviguttatum Gill, 1863)

Tabla 1. Datos para obtencién del modelo

Mes 0 05 1 15 2 25
Longitud 41 51 7 87 106
(cm)
8 85 .. . 10
35 361 . .. 384

135 14 145 15
398 3994 399 40

Representacion grafica de los datos:
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Modelo Sigmoidal (Trucha Blanca)
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Figura No. 4. Datos de la Trucha Blanca

Caracteristicas de esta distribucion:

Se observa que el crecimiento es mas acelerado entre los meses 2 y 8; graficamente se tiene
el punto de inflexién aproximadamente en el mes 5.5; muestra ademas una desaceleracion
notable después del mes 9 y en los meses finales del cultivo se registran incrementos muy
pequerios. La curva refleja un crecimiento inicial moderado, seguido de una fase de
crecimiento rapido y una fase final de desaceleracion como es el comportamiento en la
mayoria de las curvas de este tipo

Ajuste de los datos al modelo Logistico

Para el analisis numérico tomaremos el modelo de la forma
K

y_1+a0*e“1*x

Aplicando logaritmos y sus propiedades, se tiene que

K-y
Ln( y >=Lna0+a1x

Haciendo Y = Ln (?) Y = Lnay + a1x

Por comparacién con la ecuacion lineal y = mx + b, se pueden calcular a; y ap de la manera
siguiente

_xXx¥i—Yxx XY
B G AE

Lnayg =Y — a4 X

Tomando K =41
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X y
0 3
0,5 4,1
1 51
1,5 7
14 39,94
14,5 39,9
15 40
Sumatorias 232,5 856,44
Promedios 7.5

Utilizando las expresiones para a1 y ao:

K= 41
Yi

(K-y)y  LN((K- x"2
y)/y)

12,666667  2,5389739 0

9 2,1972246 0,25

7,0392157  1,9514968 1

4,8571429 1,5804504 2,25

0,0265398 -3,629109 196
0,0275689  -3,591066 210,25
0,025 -3,688879 225
49,997099 -37,61719  2363,75
-1,213458

al = -0,432993
LN a0 = 2,0339864
a0 = 7,6444996
Para determinar el coeficiente de correlacion se debe calcular Sr y Sr:
SR = (LnY, - Lnao - alx,-)z ST = (LnYl - LnY)Z
SR ST

0,2550124 | 14,080743

0,1441983 | 11,632754

0,1228523 | 10,016937

0,0383975 | 7,8059224

0,1590413 | 5,8353732

0,4268524 | 5,6530219

0,5960185 | 6,1277128

3,0920433 | 119,33122

x*Y

0
1,0986123
1,9514968
2,3706756

-50,80753
-52,07046
-55,33319
-550,5843
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r= [Ty = 119.33122 o

Por lo que el modelo Logistico correspondientes es:
41

1+ 7.644499615 * e~043299%x

y:

Ajuste de los datos al modelo de Brody
Para el analisis numérico tomaremos el modelo de la forma

y=K(1—ag*e *17%)

Aplicando logaritmos y sus propiedades, se tiene que

L (K_y)—L
n K = Lnay aix

. K .
Haciendo Y = LnK—_y se tiene que Y = Lnay — a1 x

Por comparacién con la ecuacion lineal y = mx + b, se pueden calcular a; y ao de la manera
siguiente:

nyx¥;—Xx;NY;
Y- (Tx)?

a, = Lnay, =Y — a;X

Tomando K =41

Mes Longitud LN((K-Y)/K)

(cm)
X y Y X2 x*Y
0 3 -0,07598591 0 0
0,5 4,1 -0,10536052 0,25 -0,05268
1 51 -0,13283477 1 -0,132835
1,5 7 -0,18721154 2,25 -0,280817
13,5 39,8 -3,53125051 182,25  -47,67188
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14 39,94 -3,65530316 196 -51,17424
14,5 39,9 -3,61826189 210,25 -52,4648
15 40 -3,71357207 225 -55,70358
Suma = 232,5 856,44 -56,0650011 2363,75  -598,6382
Promedio= 7,5 -1,80854842
al= —0.2076
a0 = 0.0804641
A= 1.08379

Para determinar el coeficiente de correlacién se debe calcular Sr y Sr:

Sgp = Z(yi — Lnay — a;x;)* Sr = Z(Yi —-Y)?

SR ST
2,9487118  3,5514696
2,8521541 3,6630474
2,7635183  3,7689687
2,5889838 3,9830578

0,0984313 15,467587

3,361445 29,853674
3,2233093  29,45027
3,5707487  30,493815
51,689238 458,00242

r= 0,9418822
Por lo que el modelo de Brody correspondientes es:

y =41 = (1 — 1.08379e02076)
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Ajuste al modelo de Saturacion

Para el analisis numérico tomaremos el modelo de la forma
X

0a1+x

y=a

Mediante la utilizacién de las propiedades de la igualdad se tiene que:

a1+x_1
apx
1 a41 1

Yy QX Qg

Por comparacién con la ecuaciéon lineal y = mx + b, en la que la pendiente es a1/ ao
y la ordenada al origen es 1/ao

11 1.1
a1 _ nzxi)’i inZJ’i

“ nx(d) -(2(3)

=) =)
Qo Y. ap \x

2

0,5 4,1 2 0,2439024  0,4878049 4
1 51 1 0,1960784 0,1960784 1
15 7 0,6666667 0,1428571 0,0952381  0,4444444
13,5 39,8 0,0740741 0,0251256 0,0018612  0,005487
14 3994  0,0714286 0,0250376 0,0017884  0,005102
14,5 39,9 0,0689655 0,0250627 0,0017285 0,0047562
15 40 0,0666667 0,025  0,0016667 0,0044444
Suma 232,5 853,44 79899743 1,6422057 1,0146277 6,4486005
Promedio 0,2663325  0,0547402

Utilizando las expresiones para a1 y ao

al/a0=  0,133605 a0/al = 7,484752
1/a0=  0,0191568

e —
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a0 = 52,200653
al = 6,9742663

Para determinar el coeficiente de correlaciéon se debe calcular Sgr y St

Sgp = Z(Yi — Lnag — ax;)* St = Z(Yi - Y)?

0,00180322 0,035782357
0,00187633 0,019976499
0,001199259 0,007764598
1,54283E-05 0,000877022
1,34139E-05 0,000882246
1,0945E-05 0,000880756
9,38715E-06 0,000884479
0,007127492 0,084251631
St — Sk
r= =0.956766597
St

Por lo que el modelo de Saturacion correspondientes es:

=52.200653

Y=ot x 6.9742663 + x
Discusion:

Los modelos matematicos son herramientas fundamentales para entender el crecimiento
de la trucha blanca. En este caso, se comparan tres modelos: el logistico, el de Brody y el de
saturacion, cuyos coeficientes de correlaciéon son 0.9868, 0.94188 y 0.956766,
respectivamente. El modelo logistico presenta el mejor ajuste, lo que sugiere que el
crecimiento de la trucha blanca sigue un patrén que se estabiliza a medida que se alcanza
la capacidad de carga del ambiente. Esto es crucial para la gestién sostenible de las
poblaciones de trucha. En el caso del modelo de Brody a diferencia del utilizado por Ulloa,
et. al. 2024 se utiliza otro modelo también simplificado.
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El modelo de Saturacién, aunque menos preciso que el logistico, muestra un coeficiente de
correlacion significativo, indicando que también puede ser ttil para describir el
crecimiento en ciertas condiciones. Por otro lado, el modelo de Brody, con el coeficiente
mas bajo, sugiere que su aplicabilidad podria ser limitada en el contexto del crecimiento
de la trucha blanca. Sin embargo, cada modelo tiene sus ventajas y desventajas, y la
eleccién del modelo adecuado dependera de las condiciones especificas del estudio y de
los objetivos de la investigacion.

Para futuras investigaciones, se recomienda realizar estudios comparativos en diferentes
condiciones ambientales y de alimentacién, asi como considerar la inclusiéon de variables
adicionales que puedan influir en el crecimiento, como la temperatura del agua y la
densidad poblacional. Ademads, seria beneficioso aplicar modelos hibridos que integren
caracteristicas de los modelos existentes para mejorar la precisién de las predicciones
sobre el crecimiento de la trucha blanca.

Conclusiones:

El proceso de analisis del ajuste de datos utilizando analisis numérico permite obtener una
representaciéon matematica precisa del crecimiento, lo que es fundamental para la
comprension de los procesos bioldgicos subyacentes y para la toma de decisiones en la
gestion de recursos.

Para cada uno de los modelos seleccionados para el desarrollo del trabajo se realiz6 el
analisis numérico de los datos disponibles ajustdndolos a los datos de la trucha blanca, en
cada uno de ellos se calcularon los parametros destacando que en los primeros se tomé con
base en la tendencia de los datos el valor de la asintota superior, en el Gltimo esto no es
necesario ya que el modelo no se representa en términos del crecimiento maximo, en todos
se evalu el coeficiente de correlacién, como se muestra a continuacion:

Modelo Coeficiente de correlacién r
Logistico r = 0.98695
Brody r =0.9418822
De Saturacién r = 0.956766597

La eleccion del modelo més adecuado depende de los objetivos especificos del estudio, la
disponibilidad de datos y la complejidad requerida del modelo.
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